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Resumen

Una manera simple de modelar la evolución de una población es a través de un
proceso de Galton-Watson con Inmigración. Dentro del contexto de Inferencia Esta-
dística se ha probado para este proceso que las distribuciones límites de los estima-
dores no-secuenciales de la media de reproducción di�eren drásticamente para el caso
subcrítico, crítico y supercrítico. Con base en una cierta regla de paro, Qi y Reeves
construyen una clase de estimadores de dos etapas para la media de reproducción
y demuestran para los tres casos que éstas son Normales de manera asintótica, per-
mitiendo esto una estimación y un procedimiento de inferencia estadística uni�cado
para este parámetro sin ningún conocimiento a priori acerca de la clasi�cación del
proceso.

En este trabajo se presentan bases teóricas del proceso de Galton-Watson con In-
migración, los fundamentos teóricos del método de estimación esbozado anteriormente
y se comparan, por medio de un estudio de simulaciones, el procedimiento secuen-
cial con otros métodos de estimación, entre ellos un nuevo método computacional
conocido como Data cloning.
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A Yamidt, vos hacés que todo sea más fácil.

A Fabiola, Francy y Lucelly.
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Introducción

En muchas situaciones es de interés modelar la evolución de una población de
individuos, y una manera de hacerlo es a través de un proceso estocástico, especí�-
camente con un proceso de rami�cación. Por ejemplo, desde realizar el estudio de la
propagación de cierta enfermedad infecto-contagiosa hasta la identi�cación de per-
sonas (cadáveres) e investigación cientí�ca sobre el ADN ampli�cado. Más ejemplos
prácticos en los que se usan los procesos de rami�cación se pueden consultar en [23].

La teoría de los procesos de rami�cación la motivó inicialmente explicar el fenó-
meno de extinción de la descendencia de cierta familia de la aristocracia Inglesa1.
En la actualidad, éstos proveen una aproximación de un modelo matemático para
describir probabilísticamente la evolución de sistemas cuyas componentes (células,
partículas e individuos en general) viven un tiempo aleatorio y, que en algún momen-
to de su tiempo de vida o al tiempo de su muerte, producen un número aleatorio de
descendientes.

Adicional a su interés teórico, estos procesos tienen una mayor dimensión práctica
por sus aplicaciones potenciales en diversas áreas tales como Biología, Demografía,
Ecología, Epidemiología, Genética, Medicina, entre otros. El término procesos de ra-
mi�cación aparece gracias a A. N. Kolmogorov en 1938 y Dmitriev en 1947 quienes
lo introdujeron para describir procesos estocásticos en la teoría de probabilidad para
caracterizar la dinámica de poblaciones; entre los autores que han contribuido con
textos que ahora son clásicos para el estudio de dichos procesos están S. Asmussen
y H. Hering [2], K. Athreya y P. Ney [3], P. Guttorp [15], T. Harris [17], P. Jagers
[23] y G. Sankaranarayanan [39].

Una forma particular de modelar procesos de rami�cación ocurre cuando el proceso
estocástico en cuestión está indexado por un tiempo discreto, lo conforman variables
aleatorias independientes e identicamente distribuidas, donde los parámetros claves
dentro del proceso, pueden llevar a la caracterización del tamaño de la población. Es
por esto, que considerando la complejidad que se puede presentar en el estudio de

1Los detalles históricos del problema pueden ser consultados en [26].
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los procesos de rami�cación, la estructura del caso particular del proceso de Galton-
Watson con Inmigración ha sido un desafío desde el punto de vista de la inferencia
estadística; por tanto, muchos autores han trabajado en el mismo, y por ello existen
diferentes enfoques para atacar dicho problema.

El objetivo principal de este documento es presentar en forma autocontenida re-
sultados concernientes al proceso de Galton-Watson con Inmigración (G.W.I.) y el
fundamento teórico de un enfoque de inferencia estadística alrededor del mismo pro-
ceso. En dicho enfoque nos interesa presentar una propiedad del estimador puntual:
la distribución límite del estimador de reproducción, sin dependencia de la clasi�-
cación del proceso, esto es, sin tener en cuenta si el proceso es subcrítico, crítico o
supercrítico, y es a lo que nos referiremos como estimación uni�cada. En efecto, lo
que se encuentra en la literatura es que la distribución de este estimador es diferente
de acuerdo a la misma.

Debido a que nos gustaría obtener conclusiones a partir de observaciones, prove-
nientes de un proceso de G.W.I., que nos ayuden a aproximarnos a la evolución de
la población, nos concentramos en encontrar un valor adecuado (estimación puntual)
o valores adecuados (estimación por intervalo) de un parámetro de interés que se
puedan considerar dignos de credibilidad y a su vez, que podamos cuanti�car la cali-
dad de estas estimaciones; así obtener la distribución límite de tal estimador es vital
para éste propósito. Observemos que conocer ésta distribución es de mucha utilidad
desde el punto de vista de las aplicaciones puesto que si en determinado contexto
nos presentan un fenómeno que se ajusta a un proceso de G.W.I. y nos preguntan
qué información del proceso podemos inferir a partir de los datos, sería muy ilógico
preguntar: ¾Cómo está clasi�cado tu proceso?.

Esta tesis se fundamenta en [36], y se estructura como sigue:

En el Capítulo 1, presentamos resultados clásicos de los procesos de Galton-Watson
enfatizando en la inestabilidad del modelo y de�nimos una modi�cación del mismo;
nuestro proceso de interés, el proceso de Galton-Watson con Inmigración, el cual nos
permite hacer una descripción más clara de la evolución de una población. Por otro
lado, en el Capítulo 2 describimos algunos enfoques de estimación puntual que se
han trabajado alrededor de este proceso, así como algunas propiedades de los mismos
estimadores. En el Capítulo 3, presentamos las bases teóricas de una forma más
simpli�cada de hacer inferencia estadística paramétrica para el proceso de G.W.I.
En el Capítulo 4, comprobamos las propiedades de los estimadores anteriores con un
estudio basado en simulaciones, presentamos las características de dicho estudio y los
resultados obtenidos en el mismo. Finalmente, en el Apéndice demostramos resultados
fundamentales en las demostraciones dadas a lo largo del documento.
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Capítulo 1

Preliminares

La teoría de los procesos de rami�cación ha hecho importantes contribuciones pa-
ra la dinámica de poblaciones y con el desarrollo de la ciencia de la computación,
estos procesos se han encontrado en áreas tales como algoritmos, estructura de datos,
combinatoria, biología molecular, inmunología, entre otros. Para los experimentado-
res, los procesos de rami�cación han ayudado en el entendimiento de observaciones
que obtuvieron sin tener una cuanti�cación de las mismas, ellos han desarrollado a
partir de éstos nuevos experimentos y protocolos clínicos y también han dado predic-
ciones que han sido probadas en situaciones de la vida real. Para los matemáticos,
en cambio el hecho de entender nuevas observaciones clínicas y biológicas ha moti-
vado el desarrollo de nuevas matemáticas en el campo de los procesos de rami�cación.

Dentro del grupo de los procesos de rami�cación, el proceso de Galton-Watson
(G.W.) es el más viejo, simple y bien conocido proceso a tiempo discreto. El proceso
de G.W. tiene una larga historia y como es de esperarse está estrechamente relaciona-
da con un gran número de aplicaciones en las ciencias físicas y biológicas. El problema
original fue introducido por Francis Galton en 1822 y resuelto por el Reverendo Henry
Watson el mismo año (ver [3]) cuyo interés inicial fue la extinción del apellido de una
familia de la realeza Inglesa. Históricamente, éste proceso está mal identi�cado en la
literatura, Heyde y Seneta en 1972 descubrieron una discusión más completa de la
solución del problema dada por Bienaymé en 1793.

En la siguiente sección, daremos una breve descripción de este proceso y algunos
resultados de interés para nuestro estudio, en vista de que éstos resultados son es-
tándar, se pueden encontrar en varios libros de probabilidad y sólo se incluirán las
pruebas que son novedosas o los resultados que no se incluyen en estas referencias.

8



1.1. Proceso de Galton-Watson

Supongamos que una población evoluciona en generaciones y denotemos por {Zn}
el número de individuos en la n-ésima generación. Cada individuo muere o da na-
cimiento a una familia, posiblemente vacía, de miembros de la n + 1 generación,
asumimos que todos los individuos viven el mismo período de tiempo y que los tama-
ños de las familias de cada individuo ζn,i forman una sucesión de variables aleatorias
independientes e identicamente distribuidas (v.a.i.i.d.) con ley

πk = P[ζ = k], k = 0, 1, 2, . . .

Para cualquier entero no-negativo k, sea Z0 = k y de�nimos recursivamente

Zn+1 =
Zn∑
i=1

ζn,i, para n ≥ 0 (1.1)

La sucesión {Zn}∞0 se conoce como el proceso de Galton-Watson con k el tamaño
inicial de la población y {πk} la distribución del número de descendientes de una
familia típica o �o�spring distribution�.

El proceso puede pensarse como la representación de una población envolvente1,
éste inicia en el tiempo 0 con Z0 individuos, cada individuo (después de una unidad
de tiempo) se descompone independientemente de los otros individuos en un número
aleatorio de descendientes, de acuerdo a la ley πk. El número total Z1 de individuos
así producido es la suma de Z0 v.a. y esto constituye la primera generación, con ésta,
se produce la segunda generación independientemente de las anteriores y así sucesi-
vamente.

El número de descendientes producidos por un individuo padre en un tiempo
cualquiera (dado), es independiente de la historia del proceso y de los otros individuos
existentes hasta el presente. Por tanto, {Zn} es una cadena de Markov con espacio
de estados N+ = {0, 1, 2, . . .} y las componentes de la matriz de transición P están
dadas por

p(k, j) = P[Zn+1 = j|Zn = k] =
∑

i1+...+ik=j

πi1 . . . πik = π∗kj , j=0,1,. . .

donde π∗k(·) representa la convolución de π consigo misma k-veces.

Notemos que si Zn = 0 entonces Zn+k = 0 para todo k ≥ 0, es decir, 0 es un
estado absorbente y si este estado se alcanza la población se extingue.

1Debido a la suma de v.a.i.i.d., �convolución�.
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El evento {Zn = 0 para algún n ≥ 0} se conoce como el evento de extinción y el
evento {Zn → ∞ cuando n → ∞} se conoce como el evento de explosión. Así dos
preguntas que surgen son: ¾Cuál es la probabilidad de extinción y con qué razón Zn
va a in�nito en el evento de explosión?.

Para dar una respuesta parcial, denotemos por q la probabilidad de extinción del
proceso {Zn}, esto es,

q = P[Zn = 0 para algún n ≥ 1|Z0 = 1],

especí�camente nos interesa saber cuando q = 1.

Observemos que el hecho de que los individuos actuen de manera independiente
implica que para k ≥ 0

P[Zn = 0 para algún n ≥ 1|Z0 = k] = qk

y de aquí

q =
∞∑
k=0

P[Zn = 0 para algún n ≥ 1, Z1 = k|Z0 = 1]

=
∞∑
k=0

P[Zn = 0 para algún n ≥ 1|Z1 = k] P[Z1 = k|Z0 = 1]

=
∞∑
k=0

qkπk

= f(q)

donde

f(s) ≡
∞∑
k=0

πks
k, para 0 ≤ s ≤ 1 (1.2)

es la función generadora de probablidad de πk con k ≥ 0. Notemos que q es una
de las raíces del polinomio f(s) de grado k, así en general no se puede determinar
analíticamente, sin embargo, daremos una caracterización en series de potencias la
cual nos permite tener más información acerca de éste valor.

1.1.1. Extinción y caso crítico

Una herramienta importante en el análisis del proceso de Galton-Watson es la fun-
ción generadora, presentamos un breve resumen de algunas propiedades que usaremos
más adelante.
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Función Generadora

Sea s un número real y de�nimos por fn : R→ R la función generadora (f.g.) de
Zn, la cual está dada por

fn(s) = E[sZn ] =
∞∑
k=0

sk P[Zn = k] =
∞∑
k=0

skπ∗nk ,

para aquellos s para los cuales E[sZn ] es �nita (ver [16]).

Una de las ventajas de trabajar con la función generadora es que hereda las pro-
piedades de las series de potencias:

Existe un radio de convergencia r > 0 tal que la suma es absolutamente conver-
gente si |s| < r, y divergente si |s| > r. La suma es uniformemente convergente
sobre conjuntos de la forma {s : |s| < r′}, con r′ < r.

fn puede ser derivada o integrada término a término cualquier número de veces,
dentro del radio de convergencia, es decir, para |s| < r.

Si fn(s) = fY (s), para todo s < r′ ≤ r, entonces P[Zn = k] = P[Y = k], para
todo k ≥ 0. Además,

P[Zn = k] =
1

k!
f (k)
n (0), k ≥ 0,

donde f (r) denota la r-ésima derivada de la función f .

f
(1)
n (1) = E[Zn], y para k ≥ 2,

f (k)
n (1) = E[Zn(Zn − 1)(Zn − 2) . . . (Zn − k + 1)]

y de esto se obtiene que la varianza de Zn esta dada por

Var(Zn) = E [Zn − E[Zn]] = f (2)
n (1) + f (1)

n (1)−
(
f (1)
n (1)

)2
.

Cuando el radio de convergencia sea r = 1, las expresiones anteriores se deben
tomar como

ĺım
s↑1

f (k)
n (s).

Si suponemos que Z0 = 1, es bien conocido que aplicando las propiedades anteriores
(ver [16]), obtenemos que la media y la varianza de Zn están dadas por

E[Zn] = mn y Var(Zn) =

{
nσ2 si m = 1,

1
m−1

[σ2mn−1(mn − 1)] si m 6= 1,

11



donde m = E[ζ1] y σ2 = Var(ζ1). Para excluir el caso trivial en que la población se
extingue inmediatamente o es constante igual a 1, supondremos que π0 + π1 < 1 y
πk 6= 1 para cualquier k.

Desde la de�nición dada en (1.2) de f(s), como una serie de potencias con coe�cien-
tes no-negativos {πk} los cuales suman 1, tenemos otras consecuencias fundamentales
son:

f(s) es estrictamente convexa y creciente en [0, 1].

f(0) = π0 y f(1) = 1.

Si Z0 = 1, f0(s) = s, f1(s) = f(s) y fn+1(s) = f(fn(s)).

Ahora, como denotamos por m el parámetro que representa la media de reproducción
de la población, esto es, m = f (1)(1−) =

∑∞
k=0 kπk; por las propiedades dadas arriba,

tenemos el siguiente resultado, el cual puede ser consultado en [3]-Lema 1-.

Teorema 1.1.1. La ecuación f(s) = s tiene exactamente una única raíz en [0, 1) si
m > 1 y ninguna si m ≤ 1. Sea q tal raíz y, si m ≤ 1 entonces q = 1 y si m > 1
entonces q < 1.

Una manera de visualizar éste resultado es a partir de las siguientes grá�cas:

Figura 1.1: m > 1 Figura 1.2: m ≤ 1

También se puede demostrar que iterando f(s) ésta converge a q lo cual se enuncia
en el siguiente lema y su demostración de puede ver con detalle en [3] -Lema 2-.

Lema 1.1.1. Si s ∈ [0, q), entonces fn(s) ↑ q cuando n→∞, si s ∈ (q, 1), entonces
fn(s) ↓ q cuando n→∞ y si s = q ó 1, entonces fn(s) = s para todo n.
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Figura 1.3: m > 1 Figura 1.4: m ≤ 1

El resultado anterior es sumamente importante debido a que podemos establecer
cuando nuestro proceso se extingue o no, observando la media de reproducción m y
notemos que éste parámetro es más fácil de aproximar.

Además, combinando el resultado del teorema anterior con las expresiones para
la probabilidad de extinción, la media y la varianza, tenemos que cuando m = 1 y
n → ∞, Zn → 0 c.s., E[Zn] = 1 y V ar[Zn] → ∞; indicando ésto una sustancial
inestabilidad dentro del modelo. Lo cual es una buena razón para diferenciar entre
tres tipos de procesos de Galton-Watson, el subcrítico, el crítico y el supercrítico
cuando m < 1, m = 1 y m > 1, respectivamente. El caso en que m =∞ no se aborda
a lo largo de este documento.

1.1.2. Propiedades asintóticas

Los teoremas límites para los procesos de G.W. son importantes en muchas apli-
caciones y del mismo modo desde el punto de vista teórico, puesto que representan
la diversidad de resultados que se pueden obtener según la clasi�cación del proceso;
también éstos sugieren qué se debe esperar para procesos más complicados.

En la sección anterior vimos que algunas de las propiedades del proceso de Galton-
Watson las podemos deducir a partir de las propiedades de fn(s); en particular, el
comportamiento asintótico de {fn(s)} nos introduce a los teoremas límites del proce-
so {Zn}. A continuación presentamos un pequeño resumen sobre el comportamiento
asintótico del proceso de G.W., donde dichos resultados se pueden consultar en [3].
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En el caso supercrítico, el resultado principal es que el crecimiento es asintótica-
mente exponencial y con probabilidad 1 la v.a. Zn/mn tiende a un límite W , lo cual
trae como consecuencia que Zn se aproxima por Wmn para n su�cientemente grande;
ésta es una extensión de la ley de crecimiento exponencial -Malthusian Law -.
Al contrario de los casos subcrítico y crítico, cuya probabilidad de extinción es igual
a 1 y el límite Zn/mn es 0.

Debido a lo anterior, la ley exponencial no es una buena aproximación; en el caso
subcrítico ésta se reemplaza por leyes límites condicional a la no-extinción del proce-
so, es decir, para el proceso {Zn|Zn > 0}, y en el caso crítico la distribución límite de
{Zn/n|Zn > 0} es exponencial.

De acuerdo a todo lo anterior, los procesos subcrítico y crítico eventualmente se
extinguen con probabilidad 1, lo cual parece contradictorio en el caso crítico pues el
valor esperado de {Zn} permanece constante.

Un aporte signi�cativo en el estudio de los procesos de rami�cación es el detallado
por Harris en [17], él observó que el comportamiento anterior2 de los procesos de
G.W. es contrario al comportamiento de las poblaciones biológicas, las cuales tienden
a rechazar un estado de balance con su ambiente, lo cual fue reiterado por Athreya y
Ney en [3].

En conclusión, estamos en un escenario en el que las poblaciones tienen un cre-
cimiento o decrecimiento de acuerdo a las leyes multiplicativas de un proceso de
rami�cación, pero éste tipo de contratiempo lo podemos evitar con la modi�cación
alternativa que veremos en la siguiente sección.

Antes de pasar a de�nir precisamente dicha modi�cación al proceso de G.W.
damos paso a uno de los múltiples resultados que este proceso posee (ver [3]), el cual
se desprende de la de�nición de f(·) y será útil posteriormente.

Teorema 1.1.2. Supongamos que m = 1 y σ2 <∞, entonces

ĺım
n→∞

1

n

[
1

1− fn(s)
− 1

1− s

]
=
σ2

2
uniformente en 0 ≤ s < 1

Demostración. Sea s ∈ [0, 1), por la expansión de series de Taylor para f(s) alrededor

2En Biología, se conoce como la Inestabilidad de los procesos de rami�cación, es decir, mientras
el tiempo tiende a in�nito, el tamaño de la población se puede extinguir o ser in�nitamente grande.
Ésta inestabilidad se debe a los supuestos de independencia inherentes en la de�nición del proceso (el
número de reproductores y el tiempo de vida de una nueva partícula es independiente de cualquier
otra característica presente en la partícula a éste tiempo o en el futuro).
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de 1, obtenemos

f(s) = s+
σ2

2
(1− s)2 + r(s)(1− s)2 donde ĺım

s↑1
r(s) = 0.

Notemos que

1

1− f(s)
− 1

1− s
=

f(s)− s
(1− f(s))(1− s)

=
(σ2/2)(1− s)2 + r(s)(1− s)2

(1− f(s))(1− s)

=
1− s

1− f(s)

[
σ2

2
+ r(s)

]
=
σ2

2
+ p(s)

siendo

p(s) =

(
σ2

2

)
f(s)− s
1− f(s)

+
1− s

1− f(s)
r(s)

y nuevamente, ĺıms↑1 p(s) = 0.

Iterando la igualdad anterior, resulta que

1

n

[
1

1− fn(s)
− 1

1− s

]
=

1

n

n−1∑
j=0

{
1

1− f(fj(s))
− 1

1− fj(s)

}

=
1

n

n−1∑
j=0

{
σ2

2
+ p(fj(s))

}

=
σ2

2
+

1

n

n−1∑
j=0

p(fj(s))

y como fn(0) ≤ fn(s) ≤ 1 y fn(0) ↑ 1, tenemos que fn(s) → 1 uniformente para
s ∈ [0, 1) y por tanto se obtiene que

1

n

n−1∑
j=0

p(fj(s)) −→ 0 cuando n→∞,

lo cual prueba el resultado.
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Anteriormente, vimos que fn(s) ↑ 1 y el teorema anterior nos permite conocer
la tasa de convergencia a la que ésto sucede, en particular, nos interesa la siguiente
consecuencia:

Cuando el proceso se clasi�ca como crítico teníamos que P[∃n ∈ N, Zn = 0] = 1,
así que P[Zn > 0] = 0 cuando n → ∞ y si en el Teorema 1.1.2 sustituimos s = 0,
teniendo en cuenta que P[Zn > 0] = 1−fn(0) obtenemos una estimación de ésta tasa;
éste resultado se resume en el siguiente corolario:

Corolario 1.1.3.

[1− fn(0)] ∼ 2

nσ2
cuando n→∞

Demostración. Usando el teorema anterior y el hecho de que

n[1− fn(0)] =

[
1

n

(
1

1− fn(0)
− 1

)
+

1

n

]−1

,

se sigue el resultado.

1.2. Proceso de Galton-Watson con Inmigración

Dentro del contexto de un proceso de Galton-Watson, observamos que las pobla-
ciones para las cuales se describe la evolución de su reproducción, se extinguen o bien
crecen sin límites, esto asume implícitamente que las poblaciones permanecen aisla-
das. Una útil y realista modi�cación de este esquema es la adición de la posibilidad
de inmigración a la población desde una fuente externa.

Desde el punto de vista de las aplicaciones a procesos biológicos o ecológicos tal
inmigración es un factor de gran importancia. Por otra parte desde un punto de vista
matemático se verá que el proceso con la componente de inmigración hace más claro
uno de los teoremas límite básicos del proceso de Galton-Watson y también deja una
nueva ley límite interesante. En resumen, la inmigración en el proceso subcrítico po-
dría ser vista como un arti�cio pues se estabiliza el tamaño de la población pero ésta
a su vez es un objeto natural de estudio en sí misma y no sólo en el caso subcrítico,
como lo veremos más adelante.

Consideremos que una población evoluciona en generaciones y sea {Zn;n ≥ 0}
una sucesión de variables aleatorias tal que Zn representa el tamaño de la n-ésima
generación de la población. Esta evolución, se dá como un proceso de Galton-Watson
pero simultáneamente al tiempo del nacimiento de la n-ésima generación (al tiempo
n), existe una inmigración de Yn partículas a la población.
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Grá�camente,

Figura 1.5: Familia típica (�) e Inmigrantes (- - -)

La dinámica del modelo está dada por las siguientes reglas:

La generación n se conforma con los descendientes de los individuos provenientes
de la generación n− 1 y con un número aleatorio Yn de inmigrantes, donde los
Y ′i s son independientes e identicamente distribuidos como Y.

Los ζ ′is son independientes e identicamente distribuidos como ζ.

Condicional en Zn−1, el i-ésimo individuo proveniente de la generación n− 1 da
nacimiento a un número ζi de descendientes para cualquier 1 ≤ i ≤ Zn−1.

Lo anterior, puede formalizarse con la siguiente de�nición.

De�nición 1.2.1. El proceso de Galton-Watson con Inmigración (G.W.I.) está de�-
nido por una sucesión de variables aleatorias {Zn} las cuales están determinadas por
la relación

Zn =

Zn−1∑
k=1

ζn−1,k + Yn, n ≥ 1, Z0 = Y0 (1.3)

donde ζn−1,k denota el número de descendientes del k-ésimo individuo perteneciente a
la generación n− 1 y Yn denota el número de inmigrantes en la n-ésima generación.

La sucesión de v.a. {ζn−1,k} es i.i.d. con función generadora f(s) y la sucesión de
v.a. {Yn} es i.i.d. con función generadora h(s), ambas toman valores en los enteros y
las ζ ′s y Y ′s son independientes, además, Z0 el tamaño inicial es una v.a. no-negativa,
con valores en los enteros, la cual es independiente de {ζn−1,k} y {Yn}.
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De nuevo, evitamos el caso trivial así que suponemos 0 < π0, 0 < π0 + π1 < 1 y
h(0) < 1.

De lo anterior, {Zn} es una cadena de Markov y con la condición de que Z0 = 1,
su matriz de transición está caracterizada por su función generadora mediante la
siguiente expresión

E[sZn ] =
∞∑
j=0

∞∑
i=0

sj P[Zn = j|Zn−1 = i] P[Zn−1 = i],

a partir de la f.g. de Zn se puede hacer un mejor análisis del proceso, considerando el
caracter Markoviano del mismo.

1.2.1. Función generadora y momentos

Como vimos en el caso de los procesos de G.W., la f.g. nos ayuda a conocer más
acerca de la evolución de la población ya que nos permite calcular de manera sim-
pli�cada los momentos del proceso, especí�camente calculamos el primer y segundo
momento, y a su vez el comportamiento asintótico del mismo. Los siguientes dos le-
mas, nos identi�can éstas dos características de interés y son una consecuencia directa
de la genealogía del proceso.

En el siguiente lema, consideramos el caso en que Z0 = 1 y debido a la estructura de
independencia de las variables se puede realizar un desarrollo similar para la derivación
de la siguiente expresión cuando Z0 = k para algún k ≥ 0.

Lema 1.2.1. Para n ≥ 0, sea gn la función generadora de {Zn} entonces

gn+1(s) = h(s)gn[f(s)] para s ∈ [0, 1]. (1.4)

Demostración. Como gn(s) = E[sZn ] para s ∈ [0, 1] entonces

gn+1(s) = E[sZn+1 ]

= E[E[sZn+1|Zn]]

= E[E[sYn+1s
∑Zn
i=1 ζn,i|Zn]]

= E[sYn+1 ] E[E[s
∑Zn
i=1 ζn,i|Zn]]

= h(s)
∑
j

[f(s)]j P[Zn = j]

= h(s) E[f(s)Zn ]

= h(s)gn(f(s)),
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lo anterior gracias a que Yn+1 es independiente de Zn y de
∑Zn

i=1 ζn,i.

Observación 1.2.1. A partir del Lema 1.2.1, tenemos que

gn(s) =
n∏
k=0

h[fk(s)] para n ≥ 1,

veamos por inducción que esta identidad es válida.

Recordemos que para s > 0, f0(s) = s, además, g0(s) = E[sZ0 ] = E[sY0 ] = h(s),
luego del Lema 1.2.1 tenemos que g1 = h(s)g0(f(s)) = h(f0(s))h(f(s)) equivalente-
mente g1(s) =

∏1
0 h(fk(s)) y por tanto, el resultado se cumple para n = 1.

Ahora, si suponemos cierto el resultado para n:

gn+1(s) = h(s)gn[f(s)]

= h(s)
n∏
k=0

h[fk(f(s))]

= h(s)
n∏
k=0

h[fk+1(s)]

= h(s)
n+1∏
k=1

h[fk(s)]

= h(f0(s))
n+1∏
k=1

h[fk(s)]

=
n+1∏
k=0

h(fk(s)),

lo cual conlleva a veri�car la a�rmación.

Por otro lado, recordemos que los momentos de una v.a. constituyen un conjun-
to de características numéricas que se asocian a la distribución de probabilidad de
la misma y cuando éstos existen pueden expresarse en términos de las derivadas de
gn(s), en s = 1.

En adición, se denotarán por m = E[ζ], σ2 = E[ζ −m]2, λ = E[Y ] y
σ2
Y = E[Y − λ]2, los primeros y segundos momentos del número de descendientes e

inmigrantes, respectivamente.
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A continuación se presentan la media y la varianza de {Zn}, éstas nos dan una des-
cripción de la localización central y de la dispersión de la distribución de probabilidad
y están dadas por las siguientes expresiones:

Lema 1.2.2. Sea {Zn} el tamaño de la n-ésima generación de un proceso de G.W.I.,
tenemos que

E[Zn] =

{
(n+ 1)λ si m = 1,(
mn+1−1
m−1

)
λ si m 6= 1.

Var[Zn] =

{
(n+ 1)

[
σ2
Y + σ2λn+1

2

]
si m = 1,

σ2
Y

[
m2(n+1)−1

m2−1

]
+ σ2λ

[
m2n+1−mn+1−mn+1

(m−1)(m2−1)

]
si m 6= 1.

Demostración. Como gn+1(s) = h(s)gn(f(s)) al derivar y evaluar en s = 1, se tiene
que

g
(1)
n+1(1) = h(1)(1)gn(f(1)) + h(1)g(1)

n (f(1))f (1)(1)

esto es,
E[Zn+1] = λ+mE[Zn], para todo n ≥ 1.

Si m = 1, E[Zn+1] = λ+ E[Zn] para todo n ≥ 1 y la solución de ésta ecuación en
recurrencias es E[Zn+1] = (n+ 1)λ+ E[Z0] y como Z0 = Y0, se sigue el resultado.

En el caso en que m 6= 1,

E[Zn+1] = λ+mE[Zn]

= λ+m(λ+mE[Zn−1])

= λ+mλ+m2 E[Zn−1]

...

= λ+mλ+m2λ+ . . .+mn+1 E[Z0]

= λ[1 +m+m2 + . . .+mn+1]

= λ

[
mn+2 − 1

m− 1

]
Para probar la segunda a�rmación, se deriva dos veces y al evaluar en s = 1, se
obtiene

g
(2)
n+1(1) = h(2)(1) + 2mλE[Zn] +m2g(2)

n (1) + f (2)(1) E[Zn],

usando la expresión para la varianza y realizando algunas operaciones algebráicas se
llega a que

Var(Zn+1) = σ2
Y +m2 Var(Zn) + σ2 E[Zn].
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De manera recursiva,

Var(Zn) = σ2
Y

(
n∑
i=0

m2i

)
+ σ2

(
n1∑
i=0

m2i E[Zn−1−i]

)
,

y al desarrollar cada suma geométrica, se concluye que si m = 1,

Var(Zn) = (n+ 1)

[
σ2
Y +

nσ2λ

2

]
y cuando m 6= 1,

Var(Zn) = σ2
Y

[
m2(n+1)−1

m2 − 1

]
+ σ2λ

[
m2n+1 −mn+1 −mn + 1

(m− 1)(m2 − 1)

]
.

Cabe notar que si estamos en el caso crítico o supercrítico, asintóticamente el
valor esperado del tamaño de la población es in�nito, en cambio, en el caso subcrítico
tenemos que

ĺım
n→∞

E[Zn] = ĺım
n→∞

(
mn+1 − 1

m− 1

)
λ =

λ

1−m
.

En otras palabras, asintóticamente en el caso subcrítico el tamaño promedio de la po-
blación permanece constante, esto nos induce a pensar que la distribución del tamaño
de la población también se estabiliza. Es importante notar que el proceso de G.W.I.
se puede construir como una suma de procesos de rami�cación independientes, cada
uno iniciado al tiempo de una inmigración, y si cada uno de estos es subcrítico, es
razonable pensar que {Zn} puede converger a un límite, es decir, el proceso podría
tener una distribución estacionaria.

Si hacemos n→∞ en (1.4), observamos que si {Zn} converge a una distribución
límite, la f.g. g(s) de ésta distribución debe satisfacer

g(s) = h(s)g(f(s)).

Lo anterior, origina la pregunta: ¾Cuándo g es función generadora de una v.a.
no-degenerada?, la cual responde el siguiente teorema, demostrado por Foster y Wi-
lliamson en [12].

Teorema 1.2.1. Si m ≤ 1 entonces Zn tienen una distribución límite propia cuando
n→∞ sí y sólo sí ∫ 1

0

1− h(s)

f(s)− s
ds <∞
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Demostración. Por la expansión en series de Taylor para h(·), alrededor de 1 y sus-
tituyendo s = fk(s) se obtiene

h(fk(s)) = 1− h(1)(1)(1− fk(s))− o(1− fk(s))

ya que r(fk(s))(1− fk(s)) = o(1− fk(s)) para s ∈ (0, 1).

Como

gn(s) =
n∏
k=0

h(fk(s)), s ∈ (0, 1]

y gn+1(s) ≤ gn(s) ≤ 1 entonces, g(s) = ĺım
n→∞

gn(s) existe para 0 ≤ s ≤ 1, ya que cada

uno de los factores del producto es menor o igual que 1, y para s > 0 �jo,

g(s) > 0 sí y sólo sí
∞∑
k=0

[1− h(fk(s))] <∞.

Además,

∞∑
k=0

[1− h(fk(s))] <∞ sí y sólo sí
∞∑
k=0

[1− h(fk(0))] <∞,

pues existe un entero positivo l = l(s) tal que s ≤ fl(0) y así fk(0) ≤ fk(s) ≤ fk+l(0).

Para el límite g(s), se dan los siguientes casos:

g(s) = 0 para 0 < s < 1

g(s) > 0 para 0 < s < 1

en el segundo caso, por el Teorema de Convergencia Dominada

ĺım
s↑1

g(s) = ĺım
n→∞

g(fn(0)) = ĺım
n→∞

∞∏
k=0

h(fk(fn(0))) = ĺım
n→∞

∞∏
k=n

h(fk(0)) = 1

y por Teorema de Continuidad (ver [10]), se tiene que g(·) es la función generadora
de una distribución propia.

Ahora, sea sk = fk(0) lo cual constituye una partición del [0, 1], y la convexidad
de las funciones generadoras implica que

1− h(s)

1− s
y

1− s
f(s)− s

=

[
1− 1− f(s)

1− s

]−1

son crecientes
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y de aquí,

∞∑
k=0

[1− h(sk)] =
∞∑
k=0

1− h(sk)

f(sk)− sk
(sk+1 − sk)

≤
∫ 1

0

1− h(s)

f(s)− s
ds

≤
∞∑
k=0

1− h(sk+1)

f(sk+1)− sk+1

(sk+1 − sk)

=
∞∑
k=0

[1− h(sk+1)]
f(sk)− sk

f(f(sk))− f(sk)
,

puesto que
f(s)− s

f(f(s))− f(s)
=

1

f (1)(t)
para algún s < t < f(s),

y 1
f (1)(t)

↑ 1
f (1)(1)

cuando s ↑ 1, la convergencia de nuestra condición, es equivalente a
la convergencia de

∞∑
k=0

[1− h(sk)].

Observación 1.2.2. Recordemos que una cadena de Markov irreducible y aperíodica
es positivo recurrente o ergódica sí y sólo sí las probabilidades de transición convergen
a una ley de probabilidad no-degenerada conforme el tiempo tiende a in�nito. Por lo
tanto, el teorema anterior nos dá una condición su�ciente y necesaria para garantizar
la ergodicidad de nuestro proceso, en los casos subcrítico y crítico.

1.2.2. Comportamiento asintótico

Como habíamos dicho, nos interesa tener información acerca del comportamiento
límite de {Zn} cuando n→∞. A continuación, para el proceso de G.W.I., se presen-
tan varios resultados pertinentes en los casos, subcrítico, crítico y supercrítico.

Antes de dar paso a dichos resultados, necesitamos primero algunos lemas que se
cumplen en general (ver [37]) y nos serán utiles para la demostración de los mismos.

Inicialmente, recordemos que para una sucesión de conjuntos {An, n ≥ 1}

ĺım sup
n→∞

{An} = ∩n≥1 {∪k≥nAk} = {w : w ∈ An para in�nitos valores de n},
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así en adelante, denotaremos

ĺım sup
n→∞

An = {An, i.v.}.

Lema 1.2.3. Sean X1, X2, . . . una sucesión de v.a.i.i.d. no-negativas con la misma
ley de X, entonces c.s.

ĺım sup
n→∞

Xn

n
=

{
0 si E[X] <∞,
∞ si E[X] =∞.

Demostración. Sea x > 0 notemos que

∞∑
n=1

P
[
Xn

n
≥ x

]
=
∞∑
n=1

P
[
Xn

x
≥ n

]
=

E[Xn]

x
.

En el caso en que E[X] =∞,

∞∑
n=1

P
[
Xn

n
≥ x

]
=∞, para x > 0,

como los eventos {X1

1
≥ x}, {X2

2
≥ x}, . . ., son independientes, el Lema de Borel-

Cantelli (ver [37]) implica que

ĺım sup
n→∞

Xn

n
≥ x c.s. para todo x > 0,

y haciendo x→∞ se prueba el resultado.

Por otro lado, si E[X] <∞ entonces

∞∑
n=1

P
[
Xn

n
≥ x

]
<∞

y por el Lema de Borel-Cantelli

P
[
Xn

n
> x, i.v.

]
= 0

o equivalentemente

ĺım sup
n→∞

Xn

n
≤ x c.s. ∀x > 0,

lo cual implica

ĺım sup
n→∞

Xn

n
= 0 c.s.
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Lema 1.2.4. Sean X1, X2, . . . v.a.i.i.d. con la misma ley de X, que toman valores en
los enteros. Para cualquier c > 1,

si E[log+X] =∞ entonces ĺım sup
n→∞

Xn

cn
=∞ c.s.,

ó si E[log+X] <∞ entonces
∑
n≥1

Xn

cn
<∞ c.s.

Demostración. Sean Wn = log+Xn para n ≥ 1 y W = log+X. Supongamos que
E[W ] =∞ y como

c−nXn = exp
(
log(c−nXn)

)
= exp (logXn − log cn)

= exp (Wn − n log c)

= exp

[
(−n)

(
log c− Wn

n

)]
,

si aplicamos el Lema 1.2.3, obtenemos

ĺım sup
n→∞

Wn

n
=∞ c.s.,

por lo tanto,

ĺım sup
n→∞

Xn

cn
=∞ c.s.

Demostraremos ahora la segunda a�rmación, para lo cual usaremos que para
1 < µ ≤ c se tiene que

∞∑
n=1

P[Xn > µn] =
∞∑
k=1

∞∑
n=1

1{k>µn} P[Xn = k],

y además
∞∑
n=1

1{k>µn} =

[
log k

log µ

]
donde [·] denota la parte entera.

Dado que E[W ] =
∑

k log k P[X = k] y teniendo en cuenta lo anterior, se tiene
que

∞∑
n=1

P[Xn > µn] =
∞∑
k=1

[
log k

log µ

]
P[X = k] = E

([
log+X

log µ

])
y por hipótesis

∑∞
n=1 P[Xn > µn] < ∞, lo cual aplicando el Lema de Borel-Cantelli

implica que P[Xn > µn, i.v.] = 0, eligiendo µ < c tenemos que la cola de la serie∑
n c
−nXn eventualmente será dominada por la cola de

∑
n c
−nµn <∞.
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Caso subcrítico

Este caso, lo estudió inicialmente Heathcote [18], luego Seneta [40] y posterior-
mente lo retomaron Foster y Williamson [12].

El siguiente teorema es el resultado fundamental dentro de dicho proceso para
este caso, la siguiente es una prueba desarrollada en [30] con teoría más moderna a
la propuesta inicialmente.

Teorema 1.2.2. Para m ∈ (0, 1), se satisfacen de manera dicotómica, las siguientes
a�rmaciones

E[log+Y ] =∞ implica que {Zn} converge en probabilidad a +∞.

E[log+Y ] < ∞ implica que {Zn} converge en distribución a una variable alea-
toria no-degenerada.

Demostración. Observemos que {Zn, n ≥ 0}, el tamaño de la n-ésima generación de
la población, se puede escribir como

Zn =
n∑
k=0

Yk∑
l=1

ζk,ln−k

donde {ζk,l(·) } son procesos de G.W. i.i.d. iniciando al tiempo k; debido a que sus

distribuciones dependen sólo de n− k, es decir, no depende de l y (Y0, Y1, . . . , Yn)
d
=

(Yn, Yn−1, . . . , Y0) entonces

Zn
d
= Ẑn =

n∑
k=0

Yk∑
l=1

ζk,lk

de aquí {Zn} converge en distribución sí y sólo sí {Ẑn} lo hace, y esta última suma
crece en n a algún límite Ẑ∞, por lo tanto, es su�ciente determinar cuando Ẑ∞ es
�nito o in�nito con probabilidad mayor o igual a cero ya que por la Ley 0 − 1 de
Kolmogorov, Ẑ∞ es �nito o in�nito c.s., respectivamente.

En efecto, sea G la σ-álgebra generada por {Yk, k ≥ 1} y sea E[log+ Y ] < ∞,
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entonces

E[Ẑ∞|G] = E

[
∞∑
k=0

Yk∑
l=1

ζk,lk |G

]

=
∞∑
k=0

E

[
Yk∑
l=1

ζk,lk |G

]

=
∞∑
k=0

Ykm
k

y por el Lema 1.2.4 esta esperanza condicional es �nita c.s., lo cual implica que Ẑ∞
es �nita con probabilidad mayor que cero y por tanto, �nita c.s.

Para la segunda a�rmación, supongamos que E[log+ Y ] = ∞ y si Ẑ∞ < ∞ c.s.,
escribiendo Wk =

∑Yk
l=1 ζ

k,l
k , note que para cada k, Wk es una v.a. con valores en los

enteros donde sólo un número �nito de estos es diferente de cero. Por el Lema de
Borel-Cantelli, condicional en G se tiene que

∞∑
k=0

P[Wk 6= 0|G] <∞ c.s.,

luego, por la independencia de los procesos y {ζk,l(·) }
d
= {ζk}

P[Wk 6= 0|G] ≥ Yk P[ζk 6= 0] ≥ Yk P[ζ 6= 0]k,

de donde
∑∞

k=0 Yk P[ζ 6= 0]k <∞ c.s. lo cual es una contradicción ya que por hipótesis
y por el Lema 1.2.4,

ĺım sup
k→∞

Yk P[ζ 6= 0]k =∞ c.s.

Observemos que a diferencia del proceso de G.W., la adición de la componente de
inmigración trae como consecuencia la no-extinción de la población, lo cual es de gran
importancia desde el punto de vista práctico en la utilización del modelo. Además,
este resultado rea�rma las conclusiones citadas en la Observación 1.2.2.

De hecho, aunque en este caso se evita la extinción de la población, en la práctica
es fundamental conocer la distribución a la cual converge el tamaño de la población,
esta distribución fue identi�cada como una distribución de tipo Pearson, la cual la
determinaron González y Molina en [13] a través de las primeras cumulantes para las
leyes de reproducción e inmigración.
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Caso crítico

Seneta en [41], fue quien trabajó desde un principio en este caso para el proceso
de G.W.I., otras contribuciones las hicieron Foster y Pakes (ver [11] y [35]).

Teorema 1.2.3. Para m = 1, si σ2 <∞ entonces Zn
d−→∞.

Si además, 0 < λ < ∞ entonces {Zn/n} converge en distribución a una variable
aleatoria con densidad Gamma

1

Γ(α)βα
uα−1 exp−

u
β , u ∈ R+

donde α = 2λ
σ2 y β = σ2

2
.

Demostración. Para la primera parte, de nuevo, como en el caso subcrítico,

Zn
d
= Ẑn =

n∑
k=0

Yk∑
l=1

ζk,lk

de aquí {Zn} converge en distribución sí y sólo sí {Ẑn} lo hace, ya que Ẑn es creciente,
la convergencia en distribución se da sí y sólo sí Ẑ∞ <∞ c.s., pero para que esto ocu-
rra se debe tener que ζk,lk > 0 para sólo un número �nito k, l con l ≤ Yk. Condicionando
sobre G = σ(Y0, . . . , Yn) y usando el Lema de Borel-Cantelli, la convergencia en dis-
tribución de {Zn} se cumple sí y sólo sí

∑∞
n=0 P[ζn > 0]Yn =

∑∞
n=0(1−fn(0))Yn <∞,

siendo fn(0) la probabilidad de extinción para cualquier {ζk,l(·) }.

Si σ2 <∞, por el Corolario 1.1.3 tenemos que

ĺım
n→∞

n(1− fn(0)) =
2

σ2

esto es, 1− fn(0) = O(1/n) y como las Y ′i s son independientes, se tiene que

∞∑
n=0

Yn
n

=∞ c.s.,

lo cual implica que, ∑
[1− fn(0)]Yn =∞ c.s.

y de lo anterior, {Zn} no converge en distribución.

Para la segunda parte, recordemos que gn(exp−s) = ln(s) siendo ln(s) = E[exp−sZn ]
la Transformada de Laplace para la v.a. Zn y como la función log(·) es continua, si
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usamos el Teorema de Continuidad para la Transformada de Laplace (ver [10]) es
su�ciente probar que

− log gn(exp−s/n)−→α log(1 + sβ) para s > 0 �jo. (1.5)

Inicialmente, encontremos una expresión para el logaritmo de la f.g. gn(·):

Como gn(s) =
∏n

j=0 h(fj(s)) entonces

− log gn(exp−s/n) = −
n∑
j=0

log h(fj(exp−s/n)) (1.6)

de la expansión de Taylor de − log h(s) alrededor de 1,

− log h(s) = λ(1− s) + (1− s)

[
log(2) h(1)

2!
+ . . .

]
si denotamos por

p(s) =
∞∑
k=1

(1− s)k[log(k+1) h(1)], por propiedad del residuo, ĺım
s−→1

p(s) = 0.

Notemos que por el Lema 1.1.2,

1

j

[
1

1− fj(s)
− 1

1− s

]
= β +

1

j

j−1∑
k=0

w(fk(s))

si denotamos por

rj(s) =
1

j

j−1∑
k=0

w(fk(s)), rj(s) −→ 0 uniformente para s ∈ [0, 1)

y despejando 1− fj(s), tenemos,

1− fj(s) =
1− s

1 + j(1− s)[β + rj(s)]
.

Después de sustituir en (2.19), obtenemos

− log gn(exp−s/n) =
n∑
j=0

(λ+ p(fj(exp−s/n)))(1− exp−s/n)

1 + j(β + rj(exp−s/n))(1− exp−s/n)
.
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Ahora, veamos la convergencia de la ecuación (1.5):

Dado 0 < ε < β, ya que fj ≥ f existe N1 tal que |p(fj(exp−s/n))| < ε para n ≥ N1,
además, también existe N2 tal que |rj(exp−s/n)| < ε para todo n y j ≥ N2.

Sea N = mı́n{N1, N2}, así

ĺım
n−→∞

N−1∑
j=0

(λ+ p(fj(exp−s/n)))(1− exp−s/n)

1 + j(β + rj(exp−s/n))(1− exp−s/n)
= 0 y para n ≥ N

n∑
j=N

(λ− ε)(1− exp−s/n)

1 + j(β + ε)(1− exp−s/n)
≤

n∑
j=N

(λ+ p(fj(exp−s/n)))(1− exp−s/n)

1 + j(β + rj(exp−s/n))(1− exp−s/n)

≤
n∑

j=N

(λ+ ε)(1− exp−s/n)

1 + j(β − ε)(1− exp−s/n)

denotemos por

S(n) =
n∑

j=N

(λ− p(fj(exp−s/n)))(1− exp−s/n)

1 + j(β + rj(exp−s/n))(1− exp−s/n)
.

Usando, una desigualdad entre sumas e integrales 3, obtenemos

λ− ε
β + ε

log
1 + (β + ε)(1− exp−s/n)(n− 1)

1 + (β + ε)(1− exp−s/n)N
≤ S(n)

≤ λ+ ε

β − ε
log

1 + (β − ε)(1− exp−s/n)n

1 + (β − ε)(1− exp−s/n)(N − 1)

y de lo anterior,{
λ− ε
β + ε

}
log(1 + (β+ ε)s) ≤ ĺım inf

n→∞
S(n) ≤ ĺım sup

n→∞
S(n) ≤

{
λ+ ε

β − ε

}
log(1 + (β− ε)s)

y como ε es arbitrario, entre 0 y β, se sigue el resultado.

3Para cualquier a y b no-negativos, se cumple que

(a/b) log
1 + b(n− 1)

1 + bN
≤

n∑
j=N

a

1 + bj
≤ (a/b) log

1 + bn

1 + b(N − 1).
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Una interpretación del resultado anterior es que, en cada punto en el tiempo sobre
la media de los individuos inmigrantes, por el Corolario 1.1.3 se esperaría que λ/β
procesos sobrevivan a largo plazo donde cada uno de estos tiene tamaño distribuido
Exponencialmente con media β.

Por otro lado, como lo habíamos dicho la componente de inmigración nos deja una
nueva ley límite dentro del proceso, es decir, bajo el supuesto de que λ <∞ se evita
la extinción de la población y más aún, sabemos a cual distribución crece la misma,
lo cual es muy signi�cativo en el campo de las aplicaciones.

Caso supercrítico

Nuevamente, Seneta fue uno de los principales contribuyentes en este caso del
proceso de G.W.I. A continuación, de la misma manera que en el caso subcrítico la
prueba que se presenta está desarrollada con base en una teoría moderna (ver [30]).

Teorema 1.2.4. Para m > 1, se satisfacen de manera dicotómica, las siguientes
a�rmaciones

E[log+Y ] <∞ implica que ĺım
n→∞

Zn
mn

existe y es �nito c.s.

E[log+Y ] =∞ implica que ĺım sup
n→∞

Zn
cn

=∞ para cualquier c positivo c.s.

Demostración. Supongamos que E[log+ Y ] = ∞ y como Yn
d
= Y , se tiene por el

Lema 1.2.4,

ĺım sup
n→∞

Yn
cn

=∞ c.s.

ya que Zn ≥ Yn, se sigue el resultado.

Ahora, supongamos que E[log+ Y ] <∞, sea Fn = σ(Z0, . . . , Zn) y G = σ(Y0, Y1, . . .)
para n ≥ 0, entonces

E
[
Zn+1

mn+1
|Fn ∧ G

]
=

1

mn+1
E

[
Zn∑
i=1

ζi + Yn+1|Fn ∧ G

]
=
Zn
mn

+
Yn+1

mn+1
. (1.7)
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Notemos que de la igualdad anterior y de la propiedad de suavizamiento

E
[
Zn
mn
|F0 ∧ G

]
= E

[
E
[
Zn
mn
|Fn−1

]
|F0 ∧ G

]
= E

[
Zn−1

mn−1
+
Yn
mn
|F0 ∧ G

]
= E

[
E
[
Zn−1

mn−1
+
Yn
mn
|Fn−2

]
|F0 ∧ G

]
= E

[
Zn−2

mn−2
+
Yn
mn

+
Yn−1

mn−1
|F0 ∧ G

]
...

= E
[
Z1

m1
+
Yn
mn

+
Yn−1

mn−1
+ . . .+

Y2

m2
|F0 ∧ G

]
Además,

E
[
Zn+1

mn+1
|Fn ∧ G

]
≥ Zn
mn

, para n ≥ 1.

De lo anterior, se tienen las siguientes dos a�rmaciones:

E
[
Zn
mn
|F0

]
= Z0 +

∑n
k=1

Yk
mk

para n ≥ 1.

{Zn/mn} es una submartingala respecto a {Fn ∧ G}.

La primera a�rmación se sigue de manera inmediata y para justi�car la segunda, falta
demostrar que {Zn/mn} es una v.a. integrable, lo cual se puede ver a partir de

E
[
Zn
mn
|G
]

= E

[
1

mn

n∑
k=0

Yk∑
l=1

ζk,lk |G

]
=

n∑
k=0

1

mk
E

[
Yk∑
l=1

ζk,lk
mn−k |G

]

para k ≤ n la v.a.
∑Yk

l=1 ζ
k,l
k /mn−k es el n− k elemento de una martingala respecto al

proceso de Galton-Watson, sin embargo, con Yk partículas.

Por tanto, se tiene que

E
[
Zn
mn
|G
]

=
n∑
k=0

Yk
mk
≤

∞∑
k=0

Yk
mk

y por el Lema 1.2.4 tenemos que E [Zn/m
n|G] <∞, esto implica por el Lema de Fatou

que ĺım inf Zn/m
n <∞ c.s.
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Finalmente, se puede concluir que {Zn/mn}n tiene esperanzas acotadas y converge
en el conjunto {sup E[Zn/m

n|Fn ∧ G] < ∞} luego por Teorema de Convergencia de
Martingalas ésta converge c.s. a una v.a. �nita.

De nuevo, como en el proceso de G.W. en el caso supercrítico la Ley de Cre-
cimiento Exponencial se conserva, lo cual era de esperarse ya que este caso no tenía
el inconveniente de extinción.

De la misma manera que en el caso subcrítico, González y Molina en [13] iden-
ti�can la distribución de la variable asociada al proceso, de nuevo tratando de dar
mayor precisión al tamaño de la población.
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Capítulo 2

Algunos Métodos de Estimación

En el capítulo anterior, en el proceso G.W.I. de�nimos a {ζn} y {Yn} como el nú-
mero de descendientes y el número de inmigrantes en la población, respectivamente.
Así que en adelante, a las correspondientes distribuciones de estas v.a.'s, nos referi-
remos como la distribución de reproducción y de inmigración.

Una manera de aproximarnos a analizar la evolución de {Zn} es considerando al-
gunos funcionales de las distribuciones de reproducción e inmigración, tales como m,
σ2, λ, σ2

Y , la probabilidad de extinción y la edad del proceso; sin embargo, en adelante
consideramos a m y λ como nuestros parámetros de interés, sin olvidar que una ca-
racterización completa de estas componentes sólo es posible conociendo los vectores
de probabilidad que los generan.

Existen varios enfoques para abordar el problema de inferencia estadística de un
modelo matemático, debido a los objetivos de este documento, nosotros hemos elegido
el enfoque clásico conocido comunmente como frecuentista1, aunque también haremos
algunos apartes para el enfoque Bayesiano.

El problema de estimación para el proceso de G.W.I. se ha considerado extensi-
vamente en la literatura. Los pioneros en trabajar en ésta área son Heyde y Seneta
en [21] y [22], más adelante, Bhat y Adke en [5], Venkataraman en [46] también con-
sideraron dicho problema pero a diferencia de los primeros, éstos se concentraron en
modelos paramétricos.

Varios estimadores puntuales para los parámetros m y λ fueron propuestos por

1El hecho de considerar éste enfoque se identi�ca con la actitud que se debe tomar ante la
incertidumbre y ante los problemas de inferencia, cabe notar que aunque éste es el que más se usa en
las aplicaciones, esto no indica que sea el único enfoque que exista, ni que sea el correcto e indicado
en todos los problemas de inferencia.
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Klimko y Nelson en [27] y Wei y Winnicky en [48] bajo diferentes casos; cuando
denotamos como m̂ y λ̂ sus correspondientes estimadores, la distribución límite de
m̂ es diferente drásticamente en los tres casos m < 1 (subcrítico), m = 1 (crítico) y
m > 1 (supercrítico), es decir, m juega un papel crucial para el conocimiento de la
distribución límite de su estimador.

A continuación, presentamos una recopilación-a manera histórica-de algunos méto-
dos de estimación que tienen como objetivo obtener propiedades de estos estimadores
sin considerar la clasi�cación del proceso de Galton-Watson con Inmigración. Los re-
sultados principales concernientes a cada método se presentan sin demostración, las
cuales junto con más detalles relacionados se pueden encontrar en los artículos en los
cuales se fundamentan los mismos.

Antes de dar paso a la descripción de los métodos de estimación, hay que tener
presente que se puede tener como principio que las distribuciones de reproducción
e inmigración son conocidas (a), es decir, contamos con una muestra que proviene
de un modelo estadístico especí�co, o el caso en el que no conocemos de que familia
proviene la muestra (b), esto es, de acuerdo al método se parte de alguno o de ambos
de los siguientes dos supuestos:

(a) En el caso paramétrico (ver [24]), digamos que las distribuciones de reproducción
e inmigración pertenecen a la familia de series de potencias2.

(b) Ahora, en el caso no-paramétrico nos interesaría responder a, si la evolución
de una población sigue un proceso de Galton-Watson con Inmigración, pero
la distribución de reproducción es desconocida, ¾qué podemos decir acerca del
proceso dados los datos de las primeras n generaciones?.

2Las cuales son un caso particular de la familia exponencial e incluyen una variedad de distribu-
ciones como Poisson, Geométrica, Binomial, Binomial Negativa,. . . , ésta familia se caracteriza de la
siguiente manera,

πk(θ) =
akθ

k

a(θ)
con a(θ) =

∑
akθ

k para akθ
k ≥ 0, (2.1)

ak es una función de k o una constante y θ garantiza que a(θ) converja, para k = 0, 1, . . .,

ρj(ϕ) =
bjϕ

j

b(ϕ)
con b(ϕ) =

∑
bjθ

j , y bjθ
j ≥ 0, (2.2)

donde bj es una función de j o una constante y ϕ garantiza que b(ϕ) converja, j = 0, 1, . . .

35



2.1. Método de Máxima Verosimilitud

Los primeros en investigar acerca del problema de estimación puntual para los
parámetros m y λ, vía el método de máxima verosimilitud fueron Bartlett y Patankar
(ver [4]), sin embargo, como lo puntualizaron Heyde y Seneta en [21] las expresiones
para dichos estimadores bajo modelos paramétricos eran muy complejas y difíciles de
manipular puesto que los primeros calcularon sus estimadores con base en la muestra
{Z0, Z1, . . . , Zn}.

Si se considera que es posible incluir en la muestra el número de inmigrantes en
cada generación, la estimación por máxima verosimilitud produce resultados un poco
más útiles. A continuación, se presenta un desarrolllo con base en el artículo de Bhat
y Adke en [5] y un resumen acerca de los resultados obtenidos en dicho trabajo.

Las distribuciones de reprodución y de inmigración para las v.a's {ζn, n ≥ 1} y
{Yn, n ≥ 1}, las denotaremos respectivamente por

πk(θ) = P[ζn = k], k = 0, 1, . . . ρj(ϕ) = P[Yn = j], j = 0, , 1, . . . (2.3)

donde θ y ϕ son parámetros reales, suponemos que estos parámetros son funcio-
nalmente independientes y que el espacio paramétrico en el que están de�nidos es
compacto y contiene un rectángulo abierto (ver [10]).
Dado que en el contexto de estimación conviene tener información más especí�ca de
la muestra, los autores representan la información que poseen de un proceso de G.W.I
de la siguiente manera:

El proceso de G.W.I. {Zn, n ≥ 0} se reescribe como sigue: Z0 = Y0 y para n ≥ 1

Z1 = ζ1 + . . .+ ζY0 + Y1

Z2 = ζY0+1 + . . .+ ζY0+Z1 + Y2

...

Zn = ζY0+Z1+...+Zn−2+1 + . . .+ ζY0+Z1+...+Zn−1 + Yn

con las modi�caciones apropiadas cuando algunos de sus subíndices son 0.

La formulación anterior, implica que la muestra, que cubre las primeras n genera-
ciones, consiste de dos partes:

La muestra aleatoria ζ1, ζ2, . . . , ζY0+Z1+...+Zn−1 desde la distribución de reprodu-
ción {πk(θ)} la cual es de tamaño aleatorio Nn−1 = Y0 + Z1 + . . .+ Zn−1.
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La muestra aleatoria Y1, Y2, . . . , Yn de tamaño n �jo desde la distribución {ρj(ϕ)}.

Por lo tanto, la verosimilitud Ln(θ, ϕ) de θ y ϕ basada en la muestra anterior es el
producto de

(i) La verosimilitud correspondiente de una muestra aleatoria de tamaño i desde la
distribución de reprodución {πk(θ)} con i reemplazado por Nn−1, y

(ii) La verosimilitud correspondiente a una muestra aleatoria de tamaño n desde la
distribución de inmigración {ρj(ϕ)}.

De esto se sigue que la verosimilitud está dada por

Ln(θ, ϕ) = L(θ, ϕ|z0, z1, y1, . . . , zn, yn) =

Nn−1∏
k=1

πk(θ)
n∏
j=1

ρj(ϕ), (2.4)

además, en el caso en que las distribuciones de reproducción y de inmigración perte-
necen a la familia de series de potencias, a�rmamos que{

Nn−1∑
i=1

ζi ,
n∑
j=1

Yj y Nn−1

}

son estadísticos su�cientes para los parámetros (θ, ϕ), ésto puede verse a partir de to-
mar dos resultados del experimento x = {(zk, yk)} y x′ = {(z′k, y′k)} con k = 0, . . . , n y
ver que el cociente de las funciones de verosimilitud correspondientes a éstas muestras

Ln(θ, ϕ, x)

Ln(θ, ϕ, x′)

es independiente de (θ, ϕ) sí y sólo sí

Nn−1∑
i=1

ζi =

Nn−1∑
i=1

ζ ′i y
n∑
j=1

yj =
n∑
j=1

y′j.

Ésta es una condición para la cual x y x′ permiten que las respectivas verosimilitudes
sean proporcionales en función de (θ, ϕ) y por el principio de su�ciencia (ver [24]), se
sigue la a�rmación.

Por lo tanto, no es necesario asumir que {ζ ′is} y {Y ′j s} son variables aleatorias
observables sino que es su�ciente observar Z0, Z1, . . . , Zn y Y1, Y2, . . . , Yn.

Se supone que las distribuciones de reproducción y de inmigración son lo su�-
cientemente suaves para asegurar que bajo el supuesto de i.i.d., los estimadores de
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máxima verosimilitud θ̂n, ϕ̂n de θ y ϕ respectivamente, existen y son asintóticamente
normales y e�cientes.

Notemos que hay que tener en cuenta que para la estimación vía máxima verosi-
militud de θ se tiene un número aleatorio Nn−1 de observaciones independientes de
{πk(θ)} entonces el comportamiento límite, es decir, las condiciones de regularidad se
deben veri�car cuando n es un tiempo de paro que depende de Zj′s. Así bajo éstas
restricciones, los autores utilizan la ley fuerte de los grandes números para un núme-
ro aleatorio de observaciones y el Teorema Central del límite para Martingalas (ver
[1]), para establecer la consistencia y la normalidad asintótica de los estimadores de
máxima verosimilitud en los casos subcrítico y supercrítico del proceso G.W.I.

Es decir, a través de éste método demuestran la consistencia de los estimadores en
el caso subcrítico y supercrítico3, así mismo como la distribución asintótica de éstos.

Estimadores

Ahora, bajo el supuesto de que las distribuciones {πk(θ)}, {ρj(ϕ)} de reproducción
e inmigración, tienen soportes �nitos, presentamos la estimación para las probabili-
dades πk(θ) y ρj(ϕ) por medio del método de máxima verosimilitud.

Para ello, denotamos por

Mj(n) = #{i ∈ {1, . . . , n} : Yi = j} y Nk(n) =
n∑
j=1

wj(k), (2.5)

con wj(k) = #{i ∈ {1, 2, . . . , Zj−1} : ζj−1,i = k}, es decir, Nk(n) representa el número
de ancestros en las primeras n− 1 generaciones que contribuyen con k descendientes
a la siguiente generación fuera del total Nn−1 =

∑n−1
j=0 Zj padres disponibles en las

primeras (n − 1) generaciones y Mj(n) es el número de veces que j inmigrantes se
unen al proceso de G.W.I. durante las primeras n generaciones.

Teniendo en cuenta la descripción anterior y los supuestos de independencia de
la población, si consideramos a δn = {wj(k) : j = 1, . . . , n, k = 0, . . . , }, esto es,
δn = {W1,W2, . . . ,Wn} con Wj = (wj(0), wj(1), . . . , )T , entonces

P[δn|θ, ϕ] =
n∏
j=1

P[Wj|wj, θ],

3En el caso crítico, no pudieron extender los resultados que les permitieran hacer a�rmaciones
similares ya que el resultado de convergencia de Seneta, Teorema 1.2.4, se cumple en ley y no casi
seguramente como hubiera sido lo ideal para los autores.
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con P[Wj|wj, θ] una distribución multinomial con índice wj y parámetro θ, por lo
tanto la función de verosimilitud para la reproducción, basada en las primeras n
generaciones es

L(π|δn) ∝
n∏
j=1

∏
k

π
wj(k)
k

=
n∏
j=1

[
π
wj(0)
0 π

wj(1)
1 . . . π

wj(l)
l . . .

]
=
[
π
w1(0)
0 π

w1(1)
1 . . . π

w1(l)
l . . .

]
. . .
[
π
wn(0)
0 π

wn(1)
1 . . . π

wn(l)
l . . .

]
=
[
π
∑n
j=1 wj(0)

0 π
∑n
j=1 wj(1)

1 . . . π
∑n
j=1 wj(l)

l . . .
]

=
∏
k

π
Nk(n)
k

Por tanto la función de verosimilitud apropiada, cuando ζ1, . . . , ζY0+Z1+...+Zn−1 y
Y1, . . . , Yn son v.a. observables, está dada por

L(θ, ϕ|{z0, (zj−1, yj), k = 1, . . . , zj−1, j = 1, . . . , n}) =
∞∏
k=0

π
Nk(n)
k

∞∏
j=0

ρ
Mj(n)
j . (2.6)

Notemos que Nk(n) y Mj(n), k, j = 0, 1, . . . , son conjuntamente su�cientes si
consideramos el espacio paramétrico general donde se satisface

πk ≥ 0,
∑

πk = 1, ρj ≥ 0 y
∑

ρj = 1, (2.7)

y observemos también que como una consecuencia de la descripción anterior, a�rma-
mos

∞∑
j=0

Mj(n) = n y
∞∑
k=0

Nk(n) = Nn−1 (2.8)

gracias a que los eventos {Yi = j} son disjuntos, así mismo los eventos {ζl−1,i = k}
puesto que

∞∑
j=0

Mj(n) =
∞∑
j=0

n∑
i=1

1{Yi=j} =
n∑
i=1

∞∑
j=0

1{Yi=j} =
n∑
i=1

1{∪∞j=0Yi=j} =
n∑
i=1

1

y
∞∑
k=0

Nk(n) =
∞∑
k=0

n∑
l=1

wl(k) =
∞∑
k=0

n∑
l=1

Zl−1∑
i=1

1{ζl−1,i=k} =
n∑
l=1

Zl−1∑
i=1

∞∑
k=0

1{ζl−1,i=k},
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donde
n∑
l=1

Zl−1∑
i=1

1{∪∞k=0ζl−1,i=k} =
n∑
l=1

Zl−1

Lema 2.1.1. Los estimadores vía máxima verosimilitud π̂k y ρ̂j de πk y ρj, respecti-
vamente están dados por

π̂k =
Nk(n)

Nn−1

ρ̂j =
Mj(n)

n
para k, j = 0, 1, . . .

Demostración. Al tomar el logaritmo en la ecuación (2.6) tenemos que

log(L) =
∞∑
k=0

Nk(n) log(πk) +
∞∑
j=0

Mj(n) log(ρj)

y usando Multiplicadores de Lagrange, tenemos que el siguiente sistema de ecuaciones

d

dπk

[
∞∑
k=0

Nk(n) log(πk) +
∞∑
j=0

Mj(n) log(ρj)

]
= ν

[
∞∑
k=0

πk − 1

]
+ι

[
∞∑
j=0

ρj − 1

]
(2.9)

d

dρj

[
∞∑
k=0

Nk(n) log(πk) +
∞∑
j=0

Mj(n) log(ρj)

]
= ν

[
∞∑
k=0

πk − 1

]
+ ι

[
∞∑
j=0

ρj − 1

]
(2.10)∑

k

πk = 1 y
∑
j

ρj = 1 (2.11)

luego, para k, j �jos, al derivar e igualar a cero, tenemos que

Nk(n)

(
1

πk

)
= ν Mj(n)

(
1

ρj

)
= ι, (2.12)

y usando las ecuaciones (2.7), (2.8) y (2.11), resulta que ν = Nn−1, ι = n. Finalmente,
sustituyendo en la ecuación (2.12) se prueba el resultado.

Corolario 2.1.1. Si la media de reproducción m =
∑∞

k=0 kπk y la media de inmigra-
ción λ =

∑∞
j=0 jρj son �nitas, entonces sus estimadores vía máxima verosimilitud m̂

y λ̂, respectivamente, están dados por

m̂ =
∞∑
k=0

kπ̂k y λ̂ =
∞∑
j=0

jρ̂i (2.13)

Demostración. Debido a la propiedad de invarianza funcional de la función de verosimi-
litud, se sigue el resultado (ver [24]).
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Por otro lado, notemos que

m̂ =
1

Nn−1

∞∑
k=0

kNk(n) =
1

Nn−1

∞∑
k=1

k

n∑
i=1

wi(k)

=
1

Nn−1

n∑
i=1

Zl−1∑
i=1

∞∑
k=1

k1{ζi−1,l=k} =
1

Nn−1

n∑
i=1

Zi−1∑
l=1

ζi−1,l

así

m̂ =
1

Nn−1

n∑
i=1

(Zi − Yi)

y

λ̂ =
1

n

∞∑
j=0

jMj(n) =
1

n

∞∑
j=1

j

n∑
i=1

1{Yi=j}

=
1

n

n∑
i=1

[
∞∑
j=1

j1{Yi=j}

]
=

1

n

n∑
i=1

Yi

En conclusión, tenemos que dada la muestra {Z0, Z1, Y1, . . . , Zn, Yn} correspondiente
a un proceso de G.W.I, los estimadores de máxima verosimilitud para las medias de
reproducción e inmigración están dados respectivamente por

m̂n =
1∑n

i=1 Zi−1

n∑
i=1

(Zi − Yi) y λ̂n =
1

n

n∑
i=1

Yi.

2.2. Método de Mínimos Cuadrados

Inicialmente, Heyde y Seneta en [21] y [22], fueron los primeros en obtener resul-
tados de estimación para m y λ sin imponer una distribución especí�ca a las variables
aleatorias {ζ} e {Y }.

Para el caso m > 1, Heyde y Seneta en [20] y Heyde en [19] mostraron que para
estimar m, se pueden usar las siguientes expresiones, respectivamente,

Zn
Zn−1

y

∑n
i=1 Zi∑n
i=1 Zi−1

.

Para el caso m < 1 estos autores, con el fín de encontrar estimadores fuertemente
consistentes y distribuídos asintóticamente Normal, usaron la analogía entre los pro-
cesos de rami�cación con inmigración y los procesos autoregresivos de orden 1.
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Por este camino, ellos encontraron que dichos estimadores son asintóticamente equi-
valentes a los estimadores de mínimos cuadrados, los cuales habían sido obtenidos
por Klimko y Nelson en [27] y están fundamentados en lo siguiente:

La ecuación (1.3) se reescribe como

Zn = mZn−1 + λ+ εn (2.14)

donde εn = Zn−mZn−1−λ es una sucesión de diferencia de martingala con respecto
a la σ−álgebra generada por {Z0, . . . , Zn} (ver [37]), además la ecuación (2.14) es
una ecuación de regresión estocástica y a partir de ésta ellos demuestran que los
estimadores condicionales de mínimos cuadrados de m y λ resultantes son

m̃n =

{
n∑
i=1

Zi

n∑
i=1

Zi−1 − n
n∑
i=1

ZiZi−1

}
[

n∑
i=1

Zi−1

]2

− n
n∑
i=1

Z2
i−1


−1

,

λ̃n =

{
n∑
i=1

Zi−1Zi

n∑
i=1

Zi−1 −
n∑
i=1

Z2
i−1

n∑
i=1

Zi

}
[

n∑
i=1

Zi−1

]2

− n
n∑
i=1

Z2
i−1


−1

En el caso subcrítico, las propiedades asintóticas de estos estimadores las trabajó
Venkataraman en [46].

Estos estimadores, no cumplieron con la condición de ser consistentes cuando no
se conoce la clasi�cación del proceso, así en busca de una teoría uni�cada de acuerdo a
esto,Wei yWinnicky en [48] consideraron los mismos estimadores para el caso crítico
y supercrítico bajo el supuesto de que los segundos momentos de las v.a. {ζ} y {Y }
son �nitos, con lo cual tampoco lograron que fueran consistentes. Así que de nuevo,
continuó la pregunta abierta, ¾cuándo existen otros estimadores que sean siempre
consistentes?

Nuevamente, Wei y Winnicky preocupados por uni�car esta estimación respecto
a la propiedad de consistencia en [49] y con base en la idea de mínimos cuadrados
ponderados dada inicialmente por Nelson en [34], proponen estimadores tales que,
el estimador m̂n es consistente en todos los casos y que asintóticamente en el caso
m 6= 1, la ley límite es Normal y si m = 1, la distribución asintótica se puede expresar
en términos de la distribución límite deW (t), donde {W (t)} es un proceso de difusión
no-negativo con generador Af(x) = λf (1)(x) + 1

2
xσ2f (2)(x) para f ∈ C∞[0,∞], que

se obtiene como límite débil del proceso 1
n
Z[nt] cuando n→∞ (ver Apéndice).
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Estimadores

De nuevo, reescriben la ecuación (1.3) como

Zn

(Zn−1 + 1)1/2
= m(Zn−1 + 1)1/2 + (λ−m) (Zn−1 + 1)−1/2 + δn (2.15)

donde δn = εn/ (Zn−1 + 1)1/2.

A partir de esta expresión,Wei yWinnicky estudiaron los estimadores de mínimos
cuadrados, a los cuales llamaron estimadores de mínimos cuadrados ponderados y
están dados por

m̃n =

{
n∑
i=1

Zi

n∑
i=1

1

Zi−1 + 1
− n

n∑
i=1

Zi
Zi−1 + 1

}{
n∑
i=1

(Zi−1 + 1)
n∑
i=1

1

Zi−1 + 1
− n2

}−1

(2.16)

λ̃n =

{
n∑
i=1

Zi−1

n∑
i=1

Zi
Zi−1 + 1

−
n∑
i=1

Zi

n∑
i=1

Zi−1

Zi−1 + 1

}{
n∑
i=1

(Zi−1 + 1)
n∑
i=1

1

Zi−1 + 1
− n2

}−1

(2.17)
aquí, λ̃n = m̃n + p̃n, siendo p̃n el estimador de mínimos cuadrados de p = λ−m, en
la ecuación (2.15)

De acuerdo a la clasi�cación del proceso de Galton-Watson con Inmigración, en
dicho artículo se presentan las demostraciones de las siguientes propiedades asintóti-
cas:

En el caso subcrítico, recordemos que bajo el supuesto de que E[log+ Yn] < ∞,
{Zn} tiene una única distribución estacionaria, además, si la distribución de Z es la
distribución de {Zn}, entonces {Z} es estacionaria y ergódica, por tanto, podemos
asumir que {Zn} es estacionaria y ergódica (ver Capítulo 1).

Si m < 1, entonces m̃n y λ̃n son fuertemente consistentes y[ n∑
i=1

(Zi−1 + 1)

]1/2

(m̃n −m),

[
n∑
i=1

(Zi−1 + 1)−1

]1/2

(λ̃n − λ)

T

converge en distribución a N (0, V −1WV T−1
), donde QT denota la transpuesta

de una matriz Q y

V =

( E[Z]

[E[Z+1]]1/2
(E[ 1

Z+1
])−1/2

E[Z/Z+1]

(E[Z+1])1/2 (E[ 1
Z+1

])1/2

)
.
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W =

(
E[σ2Z + σ2

Y ] E[
σ2Z+σ2

Y

Z+1
]

E[
σ2Z+σ2

Y

Z+1
] E[

σ2Z+σ2
Y

(Z+1)

2
]

)
.

siendo Z una variable aleatoria con la distribución estacionaria del proceso {Zn}.

Si m > 1, entonces m̃n
c.s.−→ m, mientras λ̃n es débilmente consistente, más aún,(

n∑
i=1

(Zi−1 + 1)

)1/2

(m̃n −m)
d−→ N (0, σ2).

Si m = 1, entonces m̃n
P−→ m y λ̃n

P−→ λ, además(
n∑
i=1

(Zi−1 + 1)

)1/2

(m̃n −m)
d−→ 1(∫ 1

0
W (t)dt

)1/2
(W (1)− λ) .

Más aún, bajo el supesto de que 2λ > σ2, E[|ζ|2+δ] <∞ y E[|Y |2+δ] <∞ para
algún δ > 0, se tiene que(

n∑
i=1

(Zi−1 + 1)−1

)1/2

(λ̃n − λ)
d−→ N (0, σ2).

2.3. Estimación Bootstrap

Supongamos que tenemos una muestra {(Zi, Yi), i = 1, . . . , n}, y recordemos que
los estimadores vía máxima verosimilitud son

m̂n =

(
n∑
i=1

Zi−1

)−1 n∑
i=1

(Zi − Yi)

y

λ̂n = n−1

n∑
i=1

Yi.

Para hacer inferencia acerca de los parámetros m y λ, se puede considerar la cantidad
pivotal dada por

Vn =

(
n∑
i=1

Zi−1

)1/2

(m̂n −m),
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sin embargo, la forma de la distribución de Vn depende dem y especí�camente, Sriram
en [43] (m < 1, m = 1) y Wei y Winnicky en [49] (m > 1) obtuvieron que cuando
n→∞

Vn
d−→

{
N(0, σ2) si m 6= 1,

W (1)−λ
(
∫ 1
0 W (t)dt)1/2

si m = 1,

donde {W(t)} es un proceso de difusión no-negativo con generador dado por
Af(x) = λf (1)(x) + 1

2
xσ2f (2)(x), para f ∈ C∞[0,∞] que se obtiene como límite débil

del proceso 1
n
Z[nt] cuando n→∞.

Con el �n de obtener la distribución muestral de Vn, Sriram en [44] consideró un
Bootstrap paramétrico asumiendo que las distribuciones de reproducción y de inmi-
gración pertenecen a la familia de series de potencias y demostró que la aproximación
no es válida para el caso crítico.

En este artículo (ver [44]), proponen una modi�cación al Bootstrap paramétrico
donde el procedimiento modi�cado provee una aproximación a la distribución de Vn
no sólo para el caso m = 1 sino también para m 6= 1, además el resultado se muestra
para una clase general de distribuciones discretas y no necesariamente para la clase
de series de potencias.

Procedimiento Bootstrap

Para el propósito del Bootstrap paramétrico, suponemos que las v.a.'s de repro-
ducción e inmigración tienen funciones de densidad de probabilidad

πk(θ) = P[ζn = k] y ρj(ϕ) = P[Yn = j] para k, j = 0, 1, . . . ,

dependiendo de los parámetros θ y ϕ, así m = Eθ[ζ] = f(θ) y λ = Eϕ[Y ] = g(ϕ) para
algunas funciones f, g las cuales son un mapeo uno a uno de los respectivos espacios
a R+.

Un procedimiento Bootstrap paramétrico para aproximar la distribución muestral
de Vn se puede describir como sigue:

Dada una muestra χn = {(Zi, Yi), i = 1, . . . , n}, primero se estima la media de
reproducción m por algún estimador m̃n, basado en χn y la media de inmigración λ
por λ̃n. Luego, se reemplaza θ y ϕ por sus respectivos estimadores θ̃n = f−1(m̃n) y
ϕ̃n = g−1(λ̃n), así condicional en χn, {ζ∗i,j} es una sucesión de v.a.'s con f.d.p. π(θ̃n)
y {Y ∗i } es una sucesión de v.a.'s con f.d.p ρ(ϕ̃n).
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La muestra Bootstrap χ∗n = {(Z∗i , Y ∗i ), i = 1, . . . , n} nos permite obtener

m̂∗n =

(
n∑
i=1

Z∗i−1

)−1 n∑
i=1

(Z∗i − Y ∗i ),

λ̂∗n = n−1

n∑
i=1

Y ∗i ,

V ∗n =

(
n∑
i=1

Z∗i−1

)1/2

(m̂∗n −m),

donde la distribución (condicional) de V ∗n (dada la muestral original χn) constituye
una aproximación Bootstrap a la distribución de Vn.

Sin embargo, bajo el supuesto de que las distribuciones pertenecen a la familia de
series de potencias, Sriram en [44], mostró que para el caso m = 1, la distribución
límite condicional del pivotal Bootstrap V ∗n no coincide con la distribución límite de
Vn. En otras palabras, la validéz asintótica no se cumple para el Bootstrap paramétri-
co estándar. Un análisis profundo muestra que la principal razón de ésta falla es que
cuando m = 1, la distribución estimada π(f−1(m̂n)) no es una buena elección para la
población Bootstrap, ya que m̂n converge a m muy lentamente.

Por tal razón, a continuación presentamos un breve resumen de los resultados ob-
tenidos por Sriram y Datta en [8], con dicha propuesta se busca evitar el problema
anterior.

Estimador

En [8], los autores proponen un estimador modi�cado m̃n, el cual converge su�-
cientemente rápido a m, la selección de este estimador modi�cado se hace con base
en el estimador de Hodges (ver [31]), dicho trabajo se fundamentó en un adaptive
shrinkage (datos-dependientes):

Para m̂n de�nimos

m̃n =


1− ηn si 1− δn ≤ m̂n ≤ 1− ηn
1 + ηn si 1 + ηn ≤ m̂n ≤ 1 + δn

m̂n e.o.c.

(2.18)

donde {ηn} es una sucesión no-aleatoria tal que nηn → 0 cuando n→∞.
Además, δn = h (

∑n
i=1 Zi−1) siendo h una función positiva en [0,∞) tal que se satis-
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facen ĺım
z→∞

(
z

log log z

)1/2

h(z) =∞ y ĺım
z→∞

h(z) = 0 (por ejemplo, h(z) = z−1/3).

La construcción de m̃n garantiza que éste se encuentra entre ηn a una distancia 1
cuando m̂n está entre δn a una distancia 1 (una indicación de que el verdadero valor
m es 1 o muy cercano a 1).

El resultado principal es que con esta selección de m̃n se satisface que la distribu-
ción condicional del pivotal Bootstrap V ∗n es asintóticamente cercana a la distribución
del pivotal Vn, pero antes de pasar a enunciar éste, necesitamos los siguientes supues-
tos:

(i) Las varianzas σ2 y σ2
Y son funciones continuas de θ y ϕ, respectivamente.

(ii) La función θ 7→ Eθ[|ζ|2+δ] es continua en θ para algún δ > 0.

(iii) Para cualquier sucesión {θn} ∈ Θ, tal que θn → θ

ĺım sup
n→∞

|θn − θ|−1

∞∑
i=0

|γθn(i)− γθ(i)| <∞,

donde γθ(i) =
∑i

j=0 πj(θ) y para cualquier sucesión {ϕn} ∈ Φ tal que
ĺım
n→∞

ϕn = ϕ y

ĺım
n→∞

∞∑
i=0

|sϕn(i)− sϕ(i)| = 0,

donde sϕ(i) =
∑i

j=0 ρj(ϕ).

Teorema 2.3.1. Si se cumple (i) y (ii)

sup
x
|P[Vn ≤ x]− P∗[V ∗n ≤ x]| −→ 0, cuando n→∞ (2.19)

casi seguramente cuando m ≤ 1. Además, cuando m > 1 la convergencia de la ecua-
ción (2.19) se cumple bajo las condiciones (i) y (iii).

La demostración de este teorema, se basa en una serie de resultados relacionados
con arreglos de procesos de rami�cación, además de diferentes técnicas de acuerdo a
la clasi�cación del proceso.

Propiedades del estimador

Para m < 1, m̃n
c.s.−→ m cuando n→∞.

Para m > 1, n(m̃n −m)
c.s.−→ 0 cuando n→∞.

Para m = 1, si E[|ζ|2+s] < ∞ para algún s > 0 entonces n(m̃n − m)
c.s.−→ 0

cuando n→∞.
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2.4. Otro enfoque: Estimación Bayesiana

En esta sección, nos salimos del enfoque frecuentista y damos paso a un enfoque
diferente como el análisis Bayesiano. Los siguientes resultados, se encuentran en el
artículo de González, Molina y Mota (ver [14]).

Recordemos que desde el punto de vista Bayesiano, nuestros parámetros de interés
son vistos como variables aleatorias, lo cual implica que para utilizar la regla de Bayes
necesitamos una distribución a priori para los parámetros del modelo. El objetivo de
los autores en este artículo fue proponer un análisis conjugado para hacer inferencia
en el modelo G.W.I., ellos plantean su objetivo desde la situación paramétrica y no-
paramétrica y encuentran estimadores Bayesianos bajo la función de pérdida mínima
para las medias y las varianzas de las distribuciones de reproducción e inmigración. A
continuación presentamos un bosquejo de los resultados obtenidos en dicho artículo:

Situación paramétrica

Consideremos el modelo del proceso de Galton-Watson con Inmigración con dis-
tribuciones de reproducción y de inmigración independientes. Ambas pertenecientes
a la familia de series de potencias.

Dentro de las propiedades, de esta familia tenemos que

m = Eθ[ζ] = θ
d

dθ
log(a(θ)), λ = Eϕ[Y ] = ϕ

d

dϕ
log(b(ϕ)). (2.20)

La verosimilitud cuando se cuenta con la muestra Z0, {Zi, Yi, i = 1, 2, . . . , } está dada
por

L(θ, ϕ|z0, z1, y1, . . . , zn, yn) =
n∏
j=0

P[Zj = zj]

=
n∏
j=0

∑
yj

P

[
zj−1∑
i=1

ζj−1,i = zj − yj

]
P[Yj = yj]

∝ bz0ϕ
z0b(ϕ)−1

n∏
j=1

θzj−yja(θ)−zj−1byjϕ
yjb(ϕ)−1

∝ θ
∑n
j=1(zj−yj)ϕz0+

∑n
j=1 yja(θ)−

∑n
j=1 zj−1b(ϕ)−(n+1)

Teniendo en cuenta la forma de la distribución, una clase razonable de distribu-
ciones a priori conjugada para (θ, ϕ) es

f(θ, ϕ) = θα1ϕα2a(θ)−β1b(ϕ)−β2 [ω(α1, α2, β1, β2)]−1, (2.21)
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donde α1, α2, β1, β2 son constantes tales que

ω(α1, α2, β1, β2) = C(α1, β1)C(α2, β2) <∞,

siendo

C1(α1, β1) =

∫
θ

θα1a(θ)−β1dθ y C2(α2, β2) =

∫
ϕ

ϕα2b(ϕ)−β2dϕ.

Luego, la distribución a posteriori es

f [(θ, ϕ)|z0, z1, y1, . . . , zn, yn] = θα
′
1ϕα

′
2a(θ)−β

′
1b(ϕ)−β

′
2 [ω(α′1, α

′
2, β

′
1, β

′
2)]−1,

con α′1 = α1 +
∑n

j=1(zj − yj), α′2 = α2 + z0 +
∑n

j=1 yj, β
′
1 = β1 +

∑n−1
j=0 zj y

β′2 = β2 + (n+ 1).

Si se denota por Z∗n =
∑n

j=0 Zj para n = 0, 1, . . . , y Y ∗n =
∑n

j=1 Yj para
n = 1, 2, . . . y Fn = σ{Z0, Z1, Y1, . . . , Zn, Yn} entonces

f [(θ, ϕ)|Fn] = θα∗1ϕα∗2a(θ)−β∗1b(ϕ)−β∗2 [ω(α∗1, α∗2, β∗1, β∗2)]−1,

siendo α∗1 = α1 + Z ∗n −(Z0 + Y ∗n), α∗2 = α2 + Z0 + Y ∗n, β∗1 = β1 + Z∗n−1 y
β∗2 = β2 + (n+ 1).

Finalmente, los autores demuestran que los estimadores de Bayes, bajo la función
de pérdida mínima y considerando la clase conjugada dada en la ecuación (2.21), para
la media de las distribuciones de reproducción e inmigración están dados por:

m̂ =
∑
k

kak
C1(α∗1 + k, β∗1 + 1)

C1(α∗1, β
∗
1)

y λ̂ =
∑
j

jbj
C2(α∗2 + j, β∗2 + 1)

C2(α∗2, β
∗
2)

(2.22)

Situación, no-paramétrica

En el caso no-paramétrico, la función de verosimiltud está dada por

L[(π, ϕ)|z0, (zj−1,i, yj), i = 1, . . . , zj−1, j = 1, 2, . . . , n] ∝
∏
k

∏
j

π
Nk(n)
k ρ

Mn(j)
j ,

con Mj(n) = #{i ∈ {0, 1, . . . , n} : Yi = j}, Z0 = Y0 y Nk(n) =
∑n

j=1 wj(k) siendo
wj(k) = #{i ∈ {1, 2, . . . , Zj−1} : ζj−1,i = k}.

En éste caso, la distribución a priori según la propuesta conjugada es

f(π, ρ) = D(α)D(β)
∏
k

∏
j

παk−1
k ρ

βj−1
j ,
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con α = (αk) y β = (βj), αk > 0, βj > 0, D(α) = Γ(α∗)[
∏

k Γ(αk)]
−1 y

D(β) = Γ(β∗)[
∏

j Γ(βj)]
−1, α∗ =

∑
k αk, β∗ =

∑
j βj así π y ρ tienen distribuciones

de Dirichlet independientes con vectores de parámetros α, β respectivamente.

Si denotamos por F ′n = σ{Z0, (ζj−1,i, Yj), i = 1, . . . , Zj−1, j = 1, . . . , n}, n ≥ 1 se
tiene que la distribución a posteriori es

f(π, ρ|F ′n) = D(γ)D(δ)
∏
k

∏
j

πγk−1
k ρ

δj−1
j ,

siendo γ = {γk}, δ = {δj} siendo γk = αk +Nk(n), δj = βj +Mj(n).

Así, los estimadores de Bayes no-paramétricos, bajo la función de pérdida mínima
y el análisis conjugado, para las medias de reproducción y de inmigración, están dados
por

m̂ =
1

γ∗

∑
k

kγk =
α̂ + Z∗n − (Z0 + Y ∗n )

α∗ + Z∗n−1

y λ̂ =
1

δ∗

∑
j

jδj =
β̂ + Z0 + Y ∗n
α∗ + n+ 1

. (2.23)

con α̂ =
∑

k kαk y β̂ =
∑

j jβj.

Hay que tener en cuenta que para implementar este método de estimación no se
necesita conocer la clasi�cación del proceso, sin embargo, si hay que tener presente las
di�cultades computacionales que se pueden dar, así mismo, otro aspecto a considerar
es la selección de la distribución a priori cuando no se tiene información del fenómeno
que nos pueda servir para proponer la misma. Varios métodos para derivar a prioris
no-informativas han sido propuestos y se pueden consultar en un texto clásico de
Estadística Bayesiana, por ejemplo, Bernardo (1979) y Berger y Bernardo (1992).

2.5. Aproximación Data cloning

En vista de la complejidad computacional que pueden presentar los problemas de
inferencia desde el enfoque Bayesiano y de la subjetividad presente desde la selección
de la distribución a priori, algunos autores han tratado de evitar dichas restricciones
en modelos dinámicos complejos. A continuación presentamos un resumen de los re-
sultados obtenidos por Lele, Dennis y Lutscher en [32].

En este artículo, los autores introducen un nuevo método computacional, conocido
como Data cloning, el cual sirve para calcular los estimadores de máxima verosimi-
litud y sus errores estándar para modelos ecológicos complejos. Desde este contexto,
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la inferencia es completamente invariante respecto a la elección de las distribuciones
a prioris y por lo tanto evita la subjetividad inherente de la aproximación Bayesiana.
Data cloning es útil para analizar situaciones ecológicas en las cuales la modelación
adecuada es a través de modelos estadísticos anidados, tales como modelos espacio-
estado y modelos de efectos �jos. En este caso, lo usamos para el proceso de Galton-
Watson con Inmigración, el cual aunque no es un modelo anidado, sin embargo, esta
aproximación nos permite hacer una buena estimación de manera uni�cada para la
distribución límite de la media reproducción y de la media de inmigración.

Método

El método funciona de la siguiente manera:
Primero se construye el modelo Bayesiano del problema, completando con una dis-
tribución a priori para los parámetros desconocidos, además, se usa la verosimilitud
correspondiente para K copias (clones) de los datos, donde K es su�cientemente
grande y las copias se asumen independientes la una de la otra. La distribución a
posteriori se calcula con una aproximación MCMC usual. La media de la distribu-
ción posterior es igual al estimador de máxima verosimilitud, y K veces la varianza de
la a posteriori es igual a la varianza asintótica del estimador de máxima verosimilitud.

La formulación Bayesiana y los algoritmos MCMC pueden ser redireccionados pa-
ra el método Data cloning para producir los estimadores de máxima verosimilitud,
sus errores estándar e intervalos de con�anza para modelos ecológicos complejos.

Técnicamente, lo anterior se realiza en los siguientes pasos:

1. Se crean K conjuntos de datos clonados WK = (W,W, . . . ,W ) donde el vector
de datos observados se repite K veces.

2. Usando un algoritmo MCMC, se generan B números aleatorios desde la distri-
bución a posteriori, donde virtualmente cualquier distribución a priori se puede
seleccionar.

3. Se calcula los valores medios y las varianzas muestrales de estos (θ, ϕ)j para
j = 1, . . . , B generados desde la marginal a posteriori.

La distribución a posteriori para losK clones converge a una distribución Normal mul-
tivariada con media igual a los estimadores de máxima verosimilitud de los parámetros
de interés y varianza igual a 1

K
I−1, siendo I la correspondiente matriz de información

de Fisher, la demostración de este resultado aún no ha sido publicada por S.R. Lele.
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Suponemos que tenemos las observaciones {Z0, Z1, Y1, . . . , Zn, Yn} y denotamos co-
moWn = {(Zi, Yi)}i, que provienen de un proceso de Galton-Watson con inmigración:

Sea Ψ(θ, ϕ) la distribución a priori en el espacio paramétrico Θ, asumimos que la
distribución a posteriori es positiva sobre el espacio paramétrico entero. La distribu-
ción a posteriori para (θ, ϕ) está dada por

Ψ(1)(θ, ϕ) ∝ L(θ, ϕ;Wn)Ψ(θ, ϕ),

luego sustituimos la distribución a posteriori anterior por la distribución a priori para
obtener

Ψ(2)(θ, ϕ) ∝ L(θ, ϕ;Wn)Ψ(1)(θ, ϕ)

así obtenemos
Ψ(2)(θ, ϕ) ∝ L(2)(θ, ϕ;Wn)Ψ(θ, ϕ)

y continuando de la misma manera, tenemos que

Ψ(K)(θ, ϕ) ∝ L(K)(θ, ϕ;Wn)Ψ(θ, ϕ).

Ahora, sean (θ̂, ϕ̂) tales que L(θ̂, ϕ̂;Wn) > L(θ, ϕ;Wn) para todo (θ, ϕ).
Por de�nición, éste es el estimador de máxima verosimilitud para (θ, ϕ) y como Ψ(θ, ϕ)
es positiva en todo el espacio paramétrico, se sigue que

ΨK(θ, ϕ;Wn)

ΨK(θ̂, ϕ̂;Wn)
→

{
0 si (θ, ϕ) 6= (θ̂, ϕ̂),

1 si (θ, ϕ) = (θ̂, ϕ̂).

Notemos que la verosimilitud de los datos clonados tiene la misma localización del
máximo, conocidos como los estimadores de máxima verosimilitud (θ̂, ϕ̂) como la ve-
rosimilitud original.

Aunque de nuevo, como método de estimación, éste también tiene ciertas restri-
cciones, por ejemplo, tomar K su�cientemente grande lo cual implica que hay que
tener cuidado con las conclusiones en el momento de la implementación.
Sin embargo, con un uso debido del método, éste permite tener un aproximación muy
útil ya que evita uno de los grandes paradigmas de la Estadística Bayesiana: ¾Cómo
proponer la distribución a priori cuando no se tiene información del fenómeno en
cuestión?.

En la mayoría de métodos vistos hasta aquí, vemos que debemos conocer la clasi-
�cación del proceso para encontrar la distribución límite para m̂n o tener en cuenta
otro tipo de restricciones, lo cual no siempre es cierto en las aplicaciones, excepto si
se considera un estudio de simulación, como es nuestro caso. A continuación, presen-
tamos una manera de hacer inferencia mejorando este tipo de di�cultades.
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Capítulo 3

Estimación Secuencial del Proceso de
G.W.I.

3.1. Introducción

En este capítulo, el resultado principal es una estimación uni�cada y una forma
de hacer inferencia para la media de reprodución, obtenida por Qi y Reeves en [36].
A diferencia de los trabajos de otros autores, este desarrollo no necesita tener algún
conocimiento a priori acerca del proceso, es decir, no hay distinción si el proceso es
subcrítico, crítico o supercrítico, lo cual es de gran utilidad en la práctica. Dicho re-
sultado, se obtiene a partir de una estimación secuencial para este parámetro.

Los experimentos secuenciales di�eren de los otros procedimientos estadísticos en
que el tamaño de muestra no está �jo sino que incrementa. El experimentador tiene
la opción de mirar la sucesión de observaciones (o un número �jo) a un tiempo deter-
minado y decidir si parar el muestreo y tomar una decisión ó continuar el muestreo
y tomar la decisión más adelante. Un hecho esencial de un procedimiento secuen-
cial1 es que el número de observaciones requerido para terminar el experimento es
una variable aleatoria pues depende del resultado de las mismas, por eso cuando se
implementan éste tipo de experimentos, se debe especi�car:

El tamaño de muestra inicial.

Una regla para terminar el experimento.

El número adicional de observaciones a tomar si el experimento es necesario
continuarlo.

1Los procedimientos secuenciales son muy interesantes por el hecho de que son económicos, en
el sentido de que se puede rechazar una decisión tomada a la ligera vía un procedimiento secuencial
que vía un procedimeniento con tamaño de muestra �jo.

53



Una regla de decisión terminal, si es necesaria.

Qi y Reeves en su artículo presentan la construcción de este estimador secuencial
(de dos etapas), el cual se fundamenta en un cierto tiempo de paro y en una clase
especí�ca de funciones que dependen de dicha regla, y demuestran que este estimador
es fuertemente consistente y asintóticamente Normal para m > 0, la idea de explorar
por esta vía surge del trabajo de Sriram y Shete en [42], los cuales se basaron en un
tratamiento similar para los procesos autoregresivos de orden 1, resuelto por Lai y
Siegmund en [29].

Antes de iniciar el marco teórico necesario para nuestro desarrollo, introduzcamos
una notación que nos será útil en el momento de trabajar con algunos resultados
concernientes a caminatas aleatorias.

Para cualquier entero t no-negativo de�nimos

S1(t) = Z ′0(t) = t y Z ′1(t) =

Z′0∑
i=1

ζi + Y1

y recursivamente para n ≥ 2, de�nimos

Sn(t) =
n∑
i=1

Z ′i−1(t) y Z ′n(t) =

Sn(t)∑
i=Sn−1(t)+1

ζi + Yn.

Notemos que {Zn−1, Yn, n ≥ 1} es igual en distribución a {Z ′n−1(Z0), Yn, n ≥ 1}
así resulta que el estimador de máxima verosimilitud de m (ver Capítulo 2), se puede
reescribir como

m̂n =
1∑n

i=1 Z
′
i−1

{
n∑
i=1

(Z ′i − Yi)

}
. (3.1)

En adelante, Z ′i y Sn denotarán Z
′
i(Z0) y Sn(Z0) respectivamente, así que continuamos

suponiendo que el tamaño de la población inicial es Z0.

3.2. Estimador secuencial de una etapa

Como mencionamos anteriormente para la construcción del estimador secuencial
de dos etapas es necesario iniciar con algunos resultados para un caso particular ob-
tenidos por Sriram (ver [43]); en este artículo él mostró que el estimador propuesto
se distribuye asintóticamente Normal para cada m �jo, m ∈ (0, 1].
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Debido a que Sriram fundamentó su trabajo en la estimación secuencial, en lugar
de usar un número �jo de observaciones, de�nió la siguiente regla de paro:

Nc = ı́nf

{
n ≥ 1 :

n∑
i=1

Zi−1 ≥ cσ2

}
, donde c > 0 se elige apropiadamente. (3.2)

De manera análoga al estimador de máxima verosimilitud, el estimador secuencial de
una etapa (esue) para m lo de�nimos como m̂Nc , es decir,

m̂Nc =
1∑Nc

i=1 Z
′
i−1

{
Nc∑
i=1

(Z ′i − Yi)

}
, (3.3)

su nombre se debe a que Nc es un tiempo de paro como lo veremos a continuación.

A partir de la notación dada anteriormente, podemos ver que la ecuación (3.2) es
equivalente a

Nc =

{
ı́nf{n ≥ 1 : Sn ≥ cσ2}
+∞ si {n ≥ 1 : Sn ≥ cσ2} = φ.

(3.4)

Observemos que, bajo el supuesto de que σ2 es un parámetro conocido, Nc está
bien de�nido ya que en el caso no-vacío es subconjunto de N y por tanto ésta aco-
tado inferiormente. Además, notemos que la variable aleatoria Nc, toma valores en
{1, 2, . . .} ∪ {∞} y es un tiempo de paro respecto a Fn = {Z ′0, . . . , Z ′n−1} ya que para
B = [cσ2,∞) de la ecuación (3.4) tenemos

{Nc = n} = {Sn ∈ B} ∩ {Sk /∈ B, k < n}

y como {Sn ∈ B} ∈ Fn y {Sk ∈ B} ∈ Fk−1 ⊆ Fn, se tiene que {Nc = n} ∈ Fn.

Observación 3.2.1. En el caso en que el parámetro σ2 es desconocido, dicho pa-
rámetro lo absorbe la constante c y nuevamente de�nimos la regla para terminar el
experimento como

N(c) = ı́nf

{
n ≥ 1 :

n∑
i=1

Zi−1 ≥ c

}
, (3.5)

de nuevo, usamos m̂N(c) como el estimador secuencial para m.

En cuanto a este tiempo de paro, en la siguiente subsección, veremos algunas pro-
piedades en relación a las caminatas aleatorias y a su comportamiento asintótico.
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3.2.1. Propiedades

(A) SNc−1 < cσ2 ≤ SNc : Observemos que por de�nición cσ2 ≤ SNc , y partir de la
de�nición de ín�mo como éste es la máxima cota inferior se satisface la otra
desigualdad.

(B) Sn
c.s.−→∞: La razón de esta propiedad es,

Sn(Z0) =
n∑
i=1

Z ′i−1(Z0) =
n∑
i=1

Si−1(Z0)∑
j=Si−2(Z0)+1

ζj +
n∑
i=1

Yi−1,

dado que Y0, ζi son v.a. no-negativas, resulta que Sn ≥
∑n−1

i=1 Yi y aplicando la
Ley Fuerte de los Grandes Números tenemos que Sn →∞, cuando n→∞.

A partir de lo anterior, P[Nc <∞] = 1 y Nc
c.s.−→∞ cuando c→∞.

(C) Para m ≤ 1, SNc/cσ
2 c.s.−→ 1 cuando c→∞: Si dividimos por SNc−1, la desigual-

dad dada en la propiedad (A), obtenemos que

1 < cσ2S−1
Nc−1 ≤ 1 +

ZNc−1∑Nc−1
i=1 Zi−1

,

y como Nc
c.s.−→ ∞ para m ≤ 1 se cumple por Teorema A.1.1 (ver Apéndice),

que
ZNc−1∑Nc−1
i=1 Zi−1

c.s.−→ 0, cuando c→∞.

(D) Si m = 1, Nc/
√
c converge en distribución, ésta propiedad se cumple a partir

del Teorema A.3.2 (ver Apéndice).

Antes de dar paso a otras propiedades fundamentales para nuestro estudio, veamos
el siguiente teorema, el cuál nos servirá para hacer una aproximación al orden de
crecimiento de nuestro proceso en el caso crítico.

Teorema 3.2.1. Sean m = 1, 0 < σ2 <∞ y λ <∞, entonces para cualquier sucesión
{an} creciente y positiva tal que

∑∞
n=1 na

−2
n <∞ se tiene que ĺım

n→∞
Zna

−1
n = 0 c.s.

Demostración. Notemos que en la ecuación (1.3), al sustituir {Zi} para 1 ≤ i ≤ n−1,
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se obtiene

Zn = Z0 − Z0 + Z1 − Z1 + . . .+ Zn−1 − Zn−1 +

Zn−1∑
k=1

ζn−1,k + Yn

= Z0 − Z0 +

(
Z0∑
k=1

ζ0,k + Y1

)
− Z1 + . . .+

(
Zn−2∑
k=1

ζn−2,k + Yn−1

)
− Zn−1 +

Zn−1∑
k=1

ζn−1,k + Yn

= Z0 +

(
Z0∑
k=1

ζ0,k − Z0

)
+ . . .+

(
Zn−2∑
k=1

ζn−2,k − Zn−2

)
+

(
Zn−1∑
k=1

ζn−1,k − Zn−1

)
+

n∑
k=1

Yk

Por tanto, la ecuación (1.3) se puede reescribir como

Zn = Z0 +
n∑
i=1

Wi +
n∑
i=1

Yi donde Wi =

Zi−1∑
k=1

(ζi−1,k − 1). (3.6)

Como Y1, Y2, . . . , son v.a.i.i.d. con E [Yi] = λ < ∞, por la Ley Fuerte de los
Grandes Números se satisface que

ĺım
n→∞

1

n

n∑
i=1

Yi = λ, c.s.

y por hipótesis
∑∞

n=1 na
−2
n <∞, lo cual implica que ĺım

n→∞
na−1

n = 02, luego obtenemos

ĺım
n→∞

1

an

n∑
i=1

Yi = 0, c.s. (3.7)

Ahora, como Z0 = Y0 y an ↑ ∞ entonces

ĺım
n→∞

Z0

an
= 0. (3.8)

Para �nalizar, basta ver

ĺım
n→∞

1

an

n∑
i=1

Wi = 0 c.s. (3.9)

De�namos por Hk =
∑k

n=1W
2
na
−2
n donde {Hk}k es una submartingala respecto a la

�ltración natural Fk, ya que

E[Hk+1|Fk] = E[Hk +W 2
k+1a

−2
k+1|Fk] ≤ Hk

2Esto es consecuencia de denotar, para n ≥ 1 bn = n/a2
n, en el siguiente resultado,

Criterio de Abel (ver [33]): Si
∑
bn < ∞ siendo {bn} una sucesión de términos positivos y decre-

cientes entonces ĺım
n→∞

nbn = 0.
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además, a�rmamos que

sup
k

E[H+
k ] =

∞∑
n=1

E[W 2
n ]a−2

n =
∞∑
n=1

σ2nλa−2
n <∞, (3.10)

dicha a�rmación la demostraremos más adelante, y aplicando el Teorema de Conver-
gencia de Martingalas, ĺım

k→∞
Hk existe y es �nito c.s., por tanto,

∑∞
n=1W

2
na
−2
n < ∞

c.s. de donde
∑∞

n=1 Wna
−1
n < ∞ c.s. y por el Lema de Kronecker (ver [37]), la ecua-

ción (3.9) es válida.

Finalmente, de las ecuaciones (3.7), (3.8) y (3.9) se obtiene el resultado.

Veamos ahora que, por la independencia de {ζn−1,i}, la ecuación (3.10) es cierta:

E[W 2
n ] = E[E[W 2

n |Fn−1]]

=
∑
k

E[E[W 2
n |Zn−1 = k]] P[Zn−1 = k]

=
∑
k

E

E

(Zn−1∑
i=1

(ζn−1,i − 1)

)2

|Zn−1 = k

P[Zn−1 = k]

=
∑
k

kσ2 P[Zn−1 = k]

= σ2nλ.

Corolario 3.2.2. Sea m = 1 entonces

ĺım
n→∞

Z ′n
n log n

= 0.

Demostración. Para n ≥ 1, sea an = n log n donde
∑∞

n=2(n log2 n)−1 converge3, luego
de aplicar el Teorema 3.2.1 a dicha sucesión, tenemos que ĺım

n→∞
Z ′n(n log n)−1 = 0

c.s.

Es importante notar que el comportamiento de Nc di�ere en los casos subcrítico,
crítico y supercrítico del proceso G.W.I. como se puede ver en el siguiente teorema.

3La convergencia de esta serie se sigue por el criterio de la Integral.
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Teorema 3.2.3. Para Nc de�nido en (3.2), se tienen las siguientes a�rmaciones.

(1) Si m ∈ (0, 1), entonces

ĺım
c→∞

Nc

c
=

(1−m)σ2

λ
c.s.

(2) Si m = 1, entonces

ĺım inf
c→∞

Nc√
c/ log c

=∞, ĺım sup
c→∞

Nc

c
<∞ c.s.

(3) Si m > 1, entonces

ĺım
c→∞

Nc

log c
=

1

logm
c.s.

Demostración. Para demostrar (1) sabemos, a partir de la propiedad de ergodicidad
del proceso (ver Capítulo 1) que

Sn
n

c.s.−→ λ

1−m
para todo n ≥ 1,

también, por la propiedad (C) tenemos SNc/cσ
2 c.s.−→ 1, cuando c→∞ y puesto

que
Nc

c
=

Nc

SNc

SNc
c
,

se sigue el resultado.

Ahora, para demostrar la primera a�rmación de (2), por la de�nición de Sn, como
Y0 y ζi son v.a. no-negativas entonces Sn ≥

∑n−1
i=1 Yi, además, E[Yi] = λ <∞ así por

la Ley Fuerte de los Grandes Números se sigue que

ĺım inf
n→∞

Sn
n
≥ λ c.s. para todo n ≥ 1,

equivalentemente,

ĺım inf
c→∞

SNc−1

Nc − 1
≥ λ c.s.

De nuevo, por la propiedad (A) del esue,

ĺım inf
c→∞

cσ2

Nc − 1
≥ λ, c.s.
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y tomando el recíproco tenemos,

ĺım sup
c→∞

Nc

c
≤ σ2

λ
<∞, c.s.

Para la segunda a�rmación de (2) por el Corolario 3.2.2 para todo n ≥ 1 tenemos
que Z ′n(n log n)−1 c.s.−→ 0 cuando n → ∞, y por propiedades de la notación o(·),
tenemos que Sn = o(máxn≥1 n log n) por tanto, se sigue que Sn = o(n2 log n) y como
Sn

c.s.−→∞ cuando n→∞, así

N2
c logNc

c

c.s.−→∞, cuando c→∞

y entonces resulta que
Nc

√
log c

c1/2

c.s.−→∞.

Finalmente, para demostrar (3), notemos que

Sn
mn

=
1

mn

[
n∑
i=1

Z ′i−1

]
=

1

mn

[
n∑
i=1

mi−1 Z
′
i−1

mi−1

]
(3.11)

como en este caso, m−1 < 1 por el Teorema 1.2.4

Z ′n
mn

c.s.−→ W, siendo W una variable aleatoria positiva,

de donde en la ecuación (3.11)

Sn
mn

c.s.−→ W

m− 1
, cuando n→∞. (3.12)

Recordemos que SNc−1 < cσ2 ≤ SNc , luego de tomar la función log(·) y dividir por
log(c) obtenemos

log(SNc−1)

log(c)
< 1 +

log(σ2)

log(c)
≤ log(SNc)

log(c)

lo que implica que

ĺım sup
c→∞

log(SNc−1)

log(c)
≤ 1 y ĺım inf

c→∞

log(SNc)

log(c)
≥ 1,

equivalentemente, tenemos que

ĺım sup
c→∞

log(
SNc−1

mNc−1m
Nc−1)

log(c)
≤ 1 y ĺım inf

c→∞

log(
SNc
mNc

mNc)

log(c)
≥ 1,

así �nalmente después de aplicar la ecuación (3.12) se obtiene que

ĺım sup
c→∞

(Nc − 1) log(m)

log(c)
≤ 1 y ĺım inf

c→∞

Nc log(m)

log(c)
≥ 1

y por tanto se sigue el resultado.
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3.3. Estimador secuencial de dos etapas

Como una extensión al estimador de una etapa esue, de�nimos G(c) = G(c,Nc) ≥
Nc una función con valores en los enteros que satisface:

ĺım
c→∞

G(c,Nc)−Nc

cα
= 0 c.s. para algún α ∈ (0, 1/2) si m ∈ (0, 1] (3.13)

ĺım
c→∞
{G(c,Nc)−Nc} =∞ c.s. si m > 1. (3.14)

Observemos que G(c) es una función que depende de dos tiempos de paro, esto impli-
ca que la muestra no está �ja, es decir, el tamaño de la segunda muestra depende del
resultado de la primera, esta función nos permite seleccionar el tamaño de muestra óp-
timo 4, lo cual contribuye a una reducción de costos en la realización del experimento.
Este tipo de procedimiento, fué introducido por Stein (ver [45]), y su planteamiento
se ha modi�cado en múltiples contextos (ver [28]).

Ahora, con la misma forma del estimador de máxima verosimilitud de�nimos el
estimador secuencial de dos etapas por m̂G, esto es,

m̂G =
1∑G

i=1 Z
′
i−1

{
G∑
i=1

(Z ′i − Yi)

}
.

Las condiciones (3.13) y (3.14) las satisfacen una extensa clase de funciones, sin
embargo, nos interesan las enunciadas a continuación:

Sea κ(c) cualquier función con valores en los enteros que cumple

ĺım
c→∞

κ(c) =∞ y ĺım
c→∞

κ(c)

cα
= 0 para algún α ∈ (0, 1/2), (3.15)

observemos que si G(c) = κ(c)+Nc entonces las ecuaciones (3.13) y (3.14) se cumplen
automáticamente.

Por otro lado, si de�nimos G(c) = G(c,Nc) = máx{κ(c), Nc}, esto es,

G(c) = ı́nf

{
n ≥ κ(c) :

n∑
i=1

Zi−1 ≥ cσ2

}
donde κ(c) además de las condiciones dadas en la ecuación (3.15) satisface que

ĺım
c→∞

κ(c)

log c
=∞. (3.16)

4Desde el punto de vista teórico y en términos del diseño del muestreo
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Notemos que a partir del Teorema 3.2.3 y las condiciones (3.15) y (3.16) obtene-
mos:

(i) Para m < 1 y α ∈ (0, 1/2),

ĺım
c→∞

Nc

κ(c)
= ĺım

c→∞

Nc

cα
cα

κ(c)
= ĺım

c→∞

Nc

cα
ĺım
c→∞

cα

κ(c)
=∞, c.s.

(ii) Para m = 1,

ĺım inf
c→∞

Nc

κ(c)
= ĺım inf

c→∞

Nc√
c/ log(c)

√
c/ log(c)

κ(c)
=∞, c.s.

(iii) Para m > 1,

ĺım
c→∞

Nc

κ(c)
= ĺım

c→∞

Nc

log(c)

log(c)

κ(c)
= ĺım

c→∞

Nc

log(c)
ĺım
c→∞

log(c)

κ(c)
= 0. c.s.

De lo anterior, podemos concluir:

1. Para m ≤ 1 y para algún α ∈ (0, 1/2), ĺım
c→∞

Nc/κ(c) =∞ c.s., así Nc crece más

rápido que κ(c) y como G(c) = máx{κ(c), Nc} entonces G(c) = Nc c.s..

2. Para m > 1, ĺım
c→∞

Nc/κ(c) = 0 c.s., lo cual implica que G(c) = κ(c) c.s.

Por lo tanto, con G(c) = máx{κ(c), Nc}, las condiciones (3.13) y (3.14), también se
cumplen. La relevancia de ésta forma particular de la función G(c), está en que nos
permite reducir el tamaño de muestra adecuado ya que nos implica que posiblemente
con al menos κ(c) se puede aplicar nuestro procedimiento y obtener los resultados
deseados.

De la misma manera, observemos que en el caso en que κ(c) = c, tenemos que
G(c) = máx{κ(c), Nc} es nuevamente un tiempo de paro, lo cual nos dice que para
seleccionar el tamaño de muestra adecuado, necesitamos que dicho tamaño sea al
menos c.

Observación 3.3.1. Notemos que los resultados vistos en las secciones anteriores
para el esue también se cumplen para N(c) de�nido en la ecuación (3.5).
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3.4. Comportamiento asintótico

Si de la misma manera que el estimador de máxima verosimilitud, de�nimos como
λ̂G = 1

G

∑G
i=1 Yi al estimador secuencial de dos etapas para la media de inmigración y

bajo los supuestos que tenemos acerca de los momentos del proceso, podemos concluir
a partir del Teorema Central del Límite que cuando G→∞,

√
G

(
λ̂G − λ
σY

)
d−→ N (0, 1).

Por otro lado, una vez de�nido el estimador secuencial de dos etapas m̂G es impor-
tante estudiar su comportamiento asintótico ya que esto nos permite hacer inferencia
estadística sobre la media de reproducción, especí�camente nos interesa la distribu-
ción límite de su estimador puntual, lo cual se logra con el siguiente teorema y a
diferencia de la distribución límite de λ̂G, la demostración del siguiente resultado
utiliza herramientas un poco más complejas.

Teorema 3.4.1. El estimador m̂G converge casi seguramente a m, cuando c tiende
a ∞. Más aún, si G(c) = G(c,Nc) satisface las ecuaciones (3.13) y (3.14), entonces(

G∑
i=1

Zi−1

)1/2

m̂G −m
σ

d−→ N (0, 1) (3.17)

Para su demostración, usaremos dos resultados técnicos que nos permitirán llevar
a cabo la justi�cación del resultado principal de este capítulo.

Lema 3.4.1. Para c > 0, las sucesiones {ζNc+j, j ≥ 1} y
(
SNc , Z

′
Nc
, Nc

)
son inde-

pendientes, más aún, {ζNc+j, j ≥ 1} son idénticamente distribuidas con la misma ley
que ζ.

Demostración. Por la de�nición de SNc y una propiedad de tiempo de paro (ver [37]),
se garantiza la independencia; además por la construcción de {ζ} (ver Capítulo 1) se
sigue la igualdad en distribución.

Por otro lado, el siguiente teorema (ver [6]-Teorema 17.1-) nos permite hacer una
generalización del Teorema Central del Límite teniendo en cuenta una parametri-
zación dependiendo del tiempo; inicialmente, introduzcamos una notación necesaria
para el entendimiento del mismo.

Sean Sn = τ1 + . . . + τn para cada n y υn una variable aleatoria no-negativa que
toma valores en los enteros la cual está de�nida en el mismo espacio de probabilidad
de {τn}, y de�namos

Xn(t, w) =
1

σ
√
n
S[nt](w) y Yn(t, w) =

1

σ
√
υn(w)

S[υn(w)t](w).
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Teorema 3.4.2. Si υn/an
P−→ θ, donde θ es una constante positiva y an son cons-

tantes tendiendo a ∞, entonces Xn
d−→ W implica que Yn

d−→ W.

En nuestro caso, es indispensable, tomar la misma idea del Teorema 3.4.2 y ex-
tenderla a una función de las sucesiones anteriores como lo veremos en el siguiente
lema.

Lema 3.4.2. Sean {ηj, j ≥ 1} una sucesión de v.a.i.i.d. con E[η1] = 0 y
E[η2

1] = 1 y Hn es una sucesión de vectores aleatorios. Para cada n ≥ 1, {ηj} y Hn

son independientes. Si vn y un son dos sucesiones de variables aleatorias con valores
en los enteros tales que vn es medible respecto a σ(Hn) y un = τn(Hn, ηj, j ≥ 1) con

un/vn
P−→ 1 entonces

P

[∑un
j=1 ηj√
un

≤ x|Hn

]
P−→ Φ(x), ∀x ∈ R, (3.18)

donde Φ(·) denota la función de distribución Normal estándar.

Demostración. En un espacio de probabilidad grande, podemos de�nir una sucesión
de v.a. {H ′n} independientes de {ηj} para cada n ≥ 1 donde {Hn} y {H ′n} son iguales
en distribución, si de�nimos u′n = τn(H ′n, ηj, j ≥ 1), tenemos que

P

 u′n∑
j=1

ηj/
√
u′n ≤ x|H ′n

 d
= P

[
un∑
j=1

ηj/
√
un ≤ x|Hn

]
. (3.19)

Sin perdida de generalidad, podemos suponer que los H ′ns son independientes.

Sea H = σ(Hn, n ≥ 1), entonces {ηj} son independientes de H, como E[η1] = 0,
E[η2

1] = 1 por el Teorema Central del Límite tenemos que

P

[∑n
j=1 ηj√
n
≤ x|H

]
c.s.−→ Φ(x), ∀x ∈ R. (3.20)

Para demostrar la ecuación (3.18), es su�ciente probar que dada una sucesión de
enteros, digamos {n′}, existe una subsucesión para la cuál (3.18) se cumple5:

Como un/vn
P−→ 1, existe {εn} tal que

ĺım
n→∞

P
[∣∣∣∣unvn − 1

∣∣∣∣ > εn

]
= 0 donde ĺım

n→∞
εn = 0,

5Recordemos queXn
P−→ X sí y sólo sí cada subsucesión {Xnk

} contiene una subsucesión {Xnk(i)}
la cual converge casi seguramente a X (ver [37]).
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por lo tanto,

P
[∣∣∣∣unvn − 1

∣∣∣∣ > εn|H
]

P−→ 0

es decir, existe una subsucesión {n′′} de {n′} para la cual

P
[∣∣∣∣un′′vn′′

− 1

∣∣∣∣ > εn′′ |H
]

c.s.−→ 0

lo cual implica que condicional en H, un′′/vn′′
P−→ 1, como vn es H-medible y se

cumple (3.20), por Teorema 3.4.2 tenemos que

P

[∑un′′
j=1 ηj√
un′′

≤ x|H

]
c.s.−→ Φ(x), ∀x ∈ R,

además

P

[
un∑
j=1

ηj/
√
un ≤ x|Hn

]
= P

[
un∑
j=1

ηj/
√
un ≤ x|H

]
, c.s.

y de esto se sigue que

P

[∑un′′
j=1 ηj√
un′′

≤ x|Hn

]
P−→ Φ(x), ∀x ∈ R.

Ahora, veamos que podemos escribir m̂G de la siguiente manera:
Notemos que para todo n ≥ 1,

m̂n −m =
1∑n

i=1 Zi−1

{
n∑
i=1

(Z ′i − Yi)

}
−m

=
1

Sn

{
n∑
i=1

(Z ′i − Yi)−mSn

}

=
1

Sn


n∑
i=1

 Si∑
j=Si−1+1

ζj + Yi

− n∑
i=1

Yi −mSn


=

1

Sn

Sn∑
i=1

(ζi −m)
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En particular para SG, tenemos

m̂G −m =
1

SG

SG∑
i=1

(ζi −m),

lo cual implica que

S
1/2
G

{
m̂G −m

σ

}
=

√
SG

σSG

SG∑
i=1

(ζi −m) =
1

σ
√
SG

SG∑
i=1

(ζi −m). (3.21)

Demostración del Teorema 3.4.1. La convergencia casi segura, se sigue de la Ley
Fuerte de los Grandes Números puesto que m̂n converge casi seguramente am y como
una consecuencia de esto, la convergencia de m̂G se satisface gracias a que G→∞ c.s.

A continuación, veamos la normalidad asintótica de m̂G:

En el caso m ∈ (0, 1], por el Teorema Central del Límite tenemos que

1

σ
√
n

n∑
i=1

(ζi −m)
d−→ N (0, 1)

y bastaría probar que
SG
cσ2

P−→ 1 (3.22)

para que se cumpla el resultado a través de la ecuación (3.21) y a partir del Lema 3.4.2.

Ahora, para demostrar la ecuación (3.22) es su�ciente probar que

SG
cσ2

c.s.−→ 1. (3.23)

(i) Para m < 1, por el Teorema 3.2.3,

Nc

c

c.s.−→ (1−m)σ2

λ
cuando c→∞

además, por la ecuación (3.13), para α ∈ (0, 1/2)

G−Nc

c
=

1

c1−α

(
G−Nc

cα

)
c.s.−→ 0 cuando c→∞,

y por el Teorema de Slutsky tenemos que

G

c

c.s.−→ (1−m)σ2

λ
cuando c→∞. (3.24)
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También por la condición de ergodicidad (ver Capítulo 1), sabemos que

Sn
n

c.s.−→ λ

1−m
para todo n ≥ 1 (3.25)

así �nalmente por las ecuaciones (3.24) y (3.25)

SG
cσ2

=
1

σ2

SG
G

G

c

c.s.−→ 1, c→∞.

(ii) Para m = 1, observemos por la de�nición de S(·), que

SG − SNc
c

=
1

c

G∑
i=Nc+1

Z ′i−1

así mismo, por el Corolario 3.2.2 Z ′n = o(n log n) luego por propiedad de o(·)

SG − SNc
c

= (G−Nc)
o(G logG)

c

y a partir de la ecuación (3.13),

SG − SNc
c

=
o(Nc logNc)c

α

c
,

además por la propiedad (D) del esue se sigue que

SG − SNc
c

= o

(
log c

c1/2−α

)
= o(1)

y de esto se obtiene la ecuación (3.23) ya que SNc/cσ
2 c.s.−→ 1.

(iii) Para m > 1, y para aplicar el Teorema de Slutsky, debemos demostrar

1

σ
√
SG

SNc∑
i=1

(ζi −m)
P−→ 0 y (3.26)

1

σ
√
SG

SG∑
i=SNc+1

(ζi −m)
d−→ N (0, 1). (3.27)

De�namos por

Tn =
n∑
i=1

(ζi −m),
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como una consecuencia del Teorema de Mapeo Continuo (ver Apéndice), tene-
mos que

1

n1/2
máx
1≤i≤n

|Ti| converge en distribución. (3.28)

Como Sn/mn c.s.−→ W/(m− 1), tenemos que SNc/SNc−1
c.s.−→ m, cuando c→∞,

lo cual junto con la propiedad (A) del esue implica que SNc < [2mcσ2] donde
[·] denota la parte entera.

Observemos que para probar la ecuación (3.26), basta demostrar que

1

S
1/2
G

máx
1≤i≤[2mcσ2]

|Ti|
P−→ 0. (3.29)

Por otro lado, a partir del Teorema 1.2.4 tenemos que

SG
mG−NcSNc

c.s.−→ 1 (3.30)

lo cual implica que

ĺım inf
c→∞

SG
[2mcσ2]

= ĺım inf
c→∞

SG
SNc

SNc
[2mcσ2]

≥ ĺım inf
c→∞

mG−Nc c

[2mcσ2]
=∞,

o equivalentemente,

ĺım sup
c→∞

[2mcσ2]1/2

S
1/2
G

= 0. (3.31)

De las ecuaciones (3.28), (3.31) se sigue que se satisface la condición (3.29).

Para �nalizar, veamos que la ecuación (3.27) es cierta, notemos que de las
ecuaciones (3.14) y (3.30) tenemos

SG − SNc
mG−NcSNc

=
SG

mG−NcSNc
− SNc
mG−NcSNc

c.s.−→ 1 cuando c→∞ (3.32)

así probar la ecuación (3.27) es equivalente a demostrar que

1

σ
√
SG − SNc

SG∑
i=SNc+1

(ζi −m)
d−→ N (0, 1).

En efecto, lo anterior lo podemos demostrar para cualquier subsucesión dada,
digamos {cn} con cn →∞:
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Sean Hn = (Rn, Nn, Qn) iguales en distribución que (SNcn , Ncn , Z
′
Ncn

) e inde-
pendientes de {ζj} y {Yj} así aplicando el Lema 3.4.1 obtenemos

1

σ
√
SG(cn,Ncn ) − SNcn

SG∑
i=SNcn+1

(ζi −m)
d
=

1

σ
√
S∆n(Qn)

S∆n (Qn)∑
i=1

(ζi −m),

siendo ∆n := G(cn, Nn) − Nn, cuyo término sólo depende de cn y Nn, ya que

S∆n(Qn)
d
= SG − SNc , de la ecuación (3.32) se tiene que

S∆n(Qn)

m∆nRn

P−→ 1,

y por los Lemas 3.4.1 y 3.4.2, se prueba el resultado.

�

Observación 3.4.1. Por otro lado, en el caso de que el parámetro σ2 es desconocido
Nc se puede reemplazar por N(c) y se procede de la misma manera, sin embargo, para
obetener un intervalo de con�anza para m necesitamos un estimador de σ2, Sriram y
Shete en [42], de�nieron un estimador de este parámetro como

σ̂2
n =

1

n

n∑
i=1

[
(Zi − m̂nZi−1 − Yi)2

Zi−1

]
y probaron que σ̂2

n
c.s.−→ σ2 bajo el supuesto E[ζ4] < ∞ en Teorema A.2.1 (ver apén-

dice).

Como G(c) → ∞ c.s. se obtiene que σ̂2
G

c.s.−→ σ2 cuando c → ∞ y por lo tanto se
sigue:

Teorema 3.4.3. Supongamos que G(c) = G(c,N(c)), satisface las ecuaciones (3.13)
y (3.14), cuando Nc se reemplaza por N(c), además E[ζ4] <∞ entonces(

G∑
i=1

Zi−1

)1/2

m̂G −m
σ̂G

d−→ N (0, 1). (3.33)

En conclusión, con este resultado podemos inferir cual es el valor o valores de m,
además aparte de tener que la distribución del estimador puntual es aproximadamen-
te Normal también sabemos que el error estándar se aproxima a cero a medida que G
crece, lo cual implica que podemos construir intervalos que aproximadamente cubren
de manera adecuada el parámetro de interés.
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Ahora, otra pregunta que resulta interesante a la hora de hacer inferencia esta-
dística bajo éste enfoque es sí el valor de m está clasi�cado adecuadamente6, aunque
ese no será nuestro caso a lo largo de este documento puesto que consideraremos
simulaciones, sí podríamos aprovechar el resultado anterior y plantear las hipótesis
adecuadas, por ejemplo, contrastar H0 : m = 1 contra H1 : m 6= 1.

Finalmente, como lo dijimos al inicio del capítulo, el resultado principal de esta
sección es de suma importancia desde el punto de vista de las aplicaciones, cabe notar
que hay que tener presente que es un resultado asintótico lo cual puede ser un pequeño
inconveniente en la aplicación del mismo, respecto al tamaño de muestra a considerar.
Sin embargo, la estimación secuencial permite una muy buena aproximación al tamaño
de muestra óptimo tanto teóricamente como experimentalmente, ésta a�rmación la
comprobaremos en el siguiente capítulo.

6Es un error común, confundir un problema de estimación con un problema de prueba de hipótesis,
a pesar de que los resultados encontrados en uno pueden servir para responder el otro, la nociones
de precisión no son equivalentes.
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Capítulo 4

Simulaciones

4.1. Características

En los capítulos anteriores, explicamos un enfoque para encontrar la distribución
límite de los estimadores del valor esperado de reproducción (m) y del valor esperado
de inmigración (λ) sin tener en cuenta la clasi�cación del proceso de Galton-Watson
con Inmigración, así mismo en el Capítulo 2 presentamos algunos estimadores para
dichos parámetros y comentamos algunas de sus propiedades. A continuación presen-
tamos un estudio basado en simulaciones para observar el comportamiento límite de
los mismos, es decir corroboramos algunos de los resultados vistos anteriormente.

Consideramos que las distribuciones de inmigración y reproducción pertenecen a
la familia paramétrica Poisson, donde en cada caso se asumió, para el parámetro para
la distribución de reproducción fuera θ = 0.5, θ = 1 y θ = 2, respectivamente. En
cambio, el parámetro para la distribución de inmigración siempre se consideró como
ϕ = 2.

Recordemos que por distribución límite entendemos un comportamiento aproxima-
do y no exacto, es decir, bajo muestras grandes, las probabilidades con la distribución
muestral exacta y con la Normal estándar nos darán cantidades muy similares, así
dicha aproximación depende tanto de la forma de la distribución de donde se obtiene
la muestra y del tamaño de muestra, cabe notar que la distribución Poisson con éstos
parámetros tiene una forma asimétrica.

Para el procedimiento secuencial la muestra va en avance, y en la práctica la
implementación del procedimiento depende de ésto, sin embargo, en nuestro caso se
generó un vector c de longitud 100 iniciado en 100 con cada componente espaciada
en 5 y de acuerdo a los valores de G obtenidos en cada caso se generaron muestras
para los demás estimadores. Se asumió que la función de dos etapas está dada como
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G(c) = log(c) +Nc, la cuál satisface las ecuaciones (3.13) y (3.14).

En cada caso se presentan las grá�cas de acuerdo al siguiente orden, recordemos
que para la media de reproducción y de inmigración se tiene para cada enfoque que:

Estimadores Secuenciales:

m̂G =
1∑G

i=1 Zi−1

{
G∑
i=1

(Zi − Yi)

}
y λ̂G =

1

G

{
G∑
i=1

Yi

}
.

Estimadores de Mínimos Cuadrados:

m̃n =

{
n∑
i=1

Zi

n∑
i=1

1

Zi−1 + 1
− n

n∑
i=1

Zi
Zi−1 + 1

}{
n∑
i=1

(Zi−1 + 1)
n∑
i=1

1

Zi−1 + 1
− n2

}−1

y

λ̃n =

{
n∑
i=1

Zi−1

n∑
i=1

Zi
Zi−1 + 1

−
n∑
i=1

Zi

n∑
i=1

Zi−1

Zi−1 + 1

}{
n∑
i=1

(Zi−1 + 1)
n∑
i=1

1

Zi−1 + 1
− n2

}−1

.

Estimadores de Bayes Conjugado:
En el caso particular de la distribución Poisson los estimadores de Bayes, conside-
rando el análisis conjugado visto en la Sección 2.4, están dados por

m̂ =
α1 + Z∗n − Y ∗n + 1

β1 + Z∗n−1

, y λ̂ =
α2 + Z∗n − Y ∗n + 1

β2 + Z∗n−1

.

Aproximación Data cloning :
La aproximación Data cloning nos genera al igual que el procedimiento Bootstrap los
estimadores de máxima verosimilitud pero esta última aproximación fue modi�cada
buscando una convergencia más rápida a los estimadores, por tal razón no presen-
tamos los resultados obtenidos con la misma puesto que la modi�cación se hace de
manera muy elaborada. En cambio, en el caso del Data cloning no es necesario ningún
tipo de modi�cación ni de supuestos alternos acerca de las distribuciones. En los tres
casos, usamos k = 10.

4.2. Resultados

En algunos casos, al �nal de cada grupo de grá�cas (Secuencial, Mínimos cuadra-
dos, Bayes conjugado y Data cloning), se incluyen las generadas sin reescalamiento, lo
cual indica los valores reales para dichos estimadores. También, se incluyen tablas con
algunos valores para los estimadores en el procedimiento secuencial, sin ningún tipo
de selección predeterminada sino simplemente escogida para valores de c igualmente
espaciados.
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Figura 4.1: Estimadores de m̂, caso subcrítico
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Figura 4.2: Estimadores de λ̂, caso subcrítico
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c G m̂ λ̂

100 14 0.5593223 2.305768
200 26 0.5840701 2.139535
300 43 0.5668797 2.105306
400 60 0.5117371 2.064516
500 65 0.5038462 2.024754

Figura 4.3:
Valores secuenciales, caso subcrítico

Notemos que en cada método el comportamiento de los estimadores es adecuado
teniendo en cuenta el tamaño de muestra, lo cual indica que el estimador secuencial
tiene un buen comportamiento tanto en términos de la distribución asintótica como
de la propiedad de consistencia.
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Figura 4.4: Estimadores de m̂, caso crítico
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Figura 4.5: Estimadores de λ̂, caso crítico
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c G m̂ λ̂

100 11 0.9291339 2.090909
200 16 0.9960938 2.176471
300 19 1.0688891 2.230769
400 26 1.0403592 2.230769
500 41 1.0131583 2.090909

Figura 4.6:
Valores secuenciales, caso crítico

En este caso, observamos de nuevo el buen comportamiento del estimador secuencial
para m, donde el tamaño de muestra mejora respecto al caso subcrítico y los
resultados favorecen de nuevo a dicho estimador. Aunque ésto era de esperarse
debido al sustento teórico que soporta este procedimiento, el hecho de obtener
buenos resultados con un tamaño de muestra relativamente pequeño indica una
buena calidad del mismo.
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Figura 4.7: Estimadores de m̂, caso supercrítico
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Figura 4.8: Estimadores de λ̂, caso supercrítico
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c G m̂ λ̂

100 8 2.011594 2.142857
200 8 1.971618 2.625478
300 10 2.072121 1.759673
400 11 2.012824 1.9
500 11 2.035477 2.2

Figura 4.9:
Valores secuenciales, caso supercrítico

De nuevo, el tamaño de muestra necesario para obtener estos resultados del
estimador secuencial tanto en términos de la distribución asintótica como de la
propiedad de consistencia es muy bueno, aunque los demás estimadores también se
aproximan adecuadamente. Lo anterior nos permite concluir acerca de la e�ciencia
del procedimiento secuencial comparado con los demás métodos de estimación,
puesto que en este último contamos con la distribución límite.
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Conclusiones

Con este trabajo, observamos varios aspectos relacionados al tema inferencia de
procesos estocásticos:

Inicialmente, resaltamos la importancia de la media de reproducción en el compor-
tamiento límite del proceso de G.W. y vimos como éste puede modi�carse adicionando
una componente de inmigración la cual permite establecer un comportamiento asintó-
tico diferente, especí�camente en el caso subcrítico del proceso, recordando resultados
clásicos de dichos procesos.

Observamos, en el ámbito de inferencia estadística las di�cultades que se pueden
presentar en el momento de hacer estimación de una cantidad de interés, especí�ca-
mente en un modelo estocástico a pesar de la simplicidad del mismo, llevando ésto a
un desarrollo de la teoría que usa herramientas probabilísticas cuya aplicación a nivel
práctico se realiza de manera sencilla, como lo es la implementación del procedimiento
secuencial y la aproximación Data cloning.

Aunque sin olvidar que en el momento de hacer inferencia estadística hay que tener
en cuenta algunos aspectos relevantes que pueden causar otro tipo de inconvenientes
y que nosotros los tuvimos como supuesto a lo largo de éste documento:

Selección del modelo adecuado para el experimento, ésto incluye tanto el conoci-
miento del proceso para determinar que se comporta como un proceso de G.W.I
como de la familia de distribuciones a considerar para las v.a.'s de reproducción
e inmigración.

No siempre tenemos que las v.a.'s son i.i.d., son segundos momentos �nitos.

No siempre el tamaño de muestra es grande, aunque ésta es una de las ventajas
que posee el procedimiento secuencial.

En resumen, logrando cumplir de manera adecuada con estos requisitos tenemos que
en el caso del procedimiento secuencial, podemos obtener buena información acerca
de la evolución de la población, correspondiente a un modelo de G.W.I., puesto que
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tenemos estimaciones de buena calidad sin tener que conocer la clasi�cación de dicho
proceso.

También, simulamos variaciones del modelo, encontrando un buen comportamien-
to del estimador secuencial y de los estimadores de máxima verosimilitud extraídos
del Data cloning.

Por último, a lo largo del tema hay varios aspectos a revisar, entre ellos están:

La información contenida en la muestra {Zn, Yn, . . . , Z1, Y1, Z0} no siempre está
disponible así que se propone estimar los parámetros de las v.a.'s de reproduc-
ción e inmigración a partir de {Zn, . . . , Z1, Z0}, considerando que la estructura
del modelo es anidada.

Para el ámbito de la aplicaciones es importante estudiar el comportameinto lí-
mite de las cantidades ζn/Zn y Yn/Zn, puesto que nos interesa poder observar
si hay alguna población dominante, lo cual puede intuirse a través de la modi-
�cación que involucra el hecho de considerar la componente de inmigración.
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Apéndice A

A.1. Condición

En [38], Robbins y Siegmund dan un tratamiento uni�cado a varios teoremas de
convergencia casi segura explotando el hecho de que algunos procesos poseen en co-
mún el método de usar una casi supermartingala, a continuación daremos la de�nición
de éste concepto y enunciaremos una propiedad que corresponde a la Proposición 2
de dicho artículo en el cual se encuentra su demostración.

De�nición A.1.1. Sea (Ω,F ,P) un espacio de probabilidad y F1 ⊂ F2, . . . una su-
cesión de σ−álgebras de F . Para cada n = 1, 2, . . . , sean Xn, βn, ξn y ςn variables
no-negativas Fn−medibles, se dice que {Xn} es una casi supermartingala si cumple

E[Xn+1|Fn] ≤ Xn(1 + βn) + ξn − ςn. (A.1)

Proposición 2. Si {Xn} es una casi supermartingala, es decir, se cumple la condi-
ción (A.1) entonces para cualquier a > 0, m = 1, 2, . . . , y n ≥ m

P
[

máx
m≤k≤n

Xk ≥ a|Fm
]
≤ a−1

{
E[Xm] + E

[
n−1∑
k=m

ξk|Fm

]}
+ E

[
n−1∑
k=m

βk|Fm

]
.

En adelante, todos los resultados se demuestran considerando que {Zn} es un pro-
ceso de Galton- Watson con Inmigración de�nido en el Capítulo 1.

Teorema A.1.1. Para cada δ > 0, m ∈ (0, 1] y con Sn =
∑n

i=1 Zi−1 tenemos que

ĺım
k→∞

P [Zn ≥ δSn para algún n ≥ k] = 0.

Demostración. Notemos que podemos reescribir

Z2
n

S2
n

=
Z2
n

(Sn + n)2

[
1 +

n

Sn

]2
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de ésta manera se satisface la siguiente desigualdad

Z2
n

(Sn + n)2

[
1 +

n

Sn

]2

≤ Z2
n

(Sn + n)2

[
1 +

n∑n−1
i=1 Yi

]2

además, recordemos que la Ley fuerte de los grandes números nos dice que cuando
E[Y ] = λ <∞

1 + n

(
n−1∑
i=1

Yi

)−1

c.s.−→ 1 + λ−1 cuando n→∞.

A partir de lo anterior, para obtener el resultado, es su�ciente mostrar que

ĺım
k→∞

P
[
Z2
n ≥ δ2[Sn + n]2, para algún n ≥ k

]
= 0. (A.2)

Para esto, primero de�namos por Mn = Z2
n/(Sn + n)2, recordemos que en el

Lema 3.2.1, escribimos a

Zn =
n∑
i=1

Wi +
n∑
i=0

Yi con Wi =

Zi−1∑
k=1

ζi−1,k − Zi−1,

así Zn+1 = Zn + Wn+1 + Yn+1 por lo tanto, Z2
n+1 ≤ Z2

n + 2Yn+1Zn + Y 2
n+1, entonces

con algunas operaciones algebraícas, tenemos que

E[Mn+1|Fn] ≤Mn + ξn,

siendo

ξn =
2λZn + E[Y 2]

[Sn+1 + (n+ 1)]2
,

observemos que se cumple la condición (A.1) y por lo tanto por la Proposición 2,

P
[
máx
n≥k

Mn ≥ δ2

]
≤ δ−2

{
E[Mk] + E

[
∞∑
n=k

ξn

]}
y como

E

[
∞∑
n=k

ξn

]
≤ 2λE

[
∞∑
n=k

Sn+1 − Sn
[Sn+1 + (k + 1)]2

]
+ E[Y 2]

∞∑
n=k

(n+ 1)−2

≤ 2λ

∫ ∞
0

[(k + 1) + x]−2dx+ E[Y 2]

∫ ∞
k

x−2dx
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se obtiene que

E

[
∞∑
n=k

ξn

]
−→ 0 cuando k →∞,

y

E[Mk] ≤ E[Mk−1] +
2λE[Zk−1]

[Sk + k]2
+

E[Y 2]

k2

...

≤ 2λE

[
k∑
i=1

Zi−1

[Si + i]2

]
+

E[Y 2]

k

≤ 2λE

[
k∑
i=1

Zi−1

[Si + k]2

]
+

E[Y 2]

k

de donde
E[Mk] −→ 0 cuando k →∞,.

Así �nalmente, obtenemos que

P
[
máx
n≥k

Mn ≥ δ2

]
−→ 0 cuando k →∞,

y por tanto se sigue el resultado.

A.2. Convergencia de σ2

Sriram en [42] de�nió como

σ̂2
n =

1

n
∑n

i=1 Zi−1

n∑
i=1

[Zi − m̂nZi−1 − Yi] ,

el siguiente resutado nos garantiza la convergencia de σ̂2
n a σ2.

Teorema A.2.1. Si E[ζ4] <∞, entonces para todo δ > 0

ĺım
k→∞

P[|σ̂2
n − σ2| ≥ δ para algún n ≥ k] = 0.

Demostración. Observemos que

σ̂2
n − σ2 =

1

n

n∑
i=1

(ωi − σ2), con ωi =
1√
Zi−1

{Zi −mZi−1 − Yi}
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donde ωi está de�nido para
√
Zi−1 6= 0 y 0 en otros casos.

Podemos de�nir a

Xn =
1

n2

[
n∑
i=1

(ω2
i − σ2)

]2

,

y realizando algunas operaciones algebraicas obtenemos que

E[Xn|Fn−1] ≤ Xn−1 + ξn

con ξn = 1
n2 E[(ω2

n − σ2)2|Fn−1] esto es, {Xn} es casi una supermartingala y por la
Proposición 2 se tiene que,

P[máx
n≥k

Xn ≥ δ2] ≤ δ−2

{
E[Xk] + E

[
∞∑
n=k

ξn

]}
,

notemos que

E

[
∞∑
n=k

ξn

]
= E

[
∞∑
n=k

n−2

]
E[(ω2

n − σ2)2|Fn−1]

≤ E

[
∞∑
n=k

n−2

]
E[ω4

n|Fn−1]− σ4

∞∑
n=k

n−2

≤ K0 E[ζ4]
∞∑
n=k

n−2 − σ4

∞∑
n=k

n−2

de donde la última desigualdad se cumple por el Corolario 10.32 en [7], con K0

constante, así

E

[
∞∑
n=k

ξn

]
−→ 0, cuando k →∞.
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Además,

E[Xk] =
1

k2
E

[k−1∑
i=1

(ω2
i − σ2)

]2

+ (ω2
k − σ2)2


≤ 1

[k/2 + (k − 1)/2]2
E

[
k−1∑
i=1

(ω2
i − σ2)

]2

+
1

[k/2 + k/2]2
E[ω2

k − σ2]2

...

≤ E

[
k∑
i=1

(ω2
i − σ2)2/[k/2 + i/2]2

]

≤
[
K0 E[ζ4] + σ4

] k∑
i=1

1

[k/2 + i/2]2

≤ C0

∫ ∞
0

1

(k/2 + x)2
dx

de donde la última desigualdad se satisface por el Corolario 10.32 en [7], siendo C0 y
K0 constantes,

E[Xk] −→ 0, cuando k →∞.

A.3. Difusión

Sea D+[0,∞) el espacio de las funciones no-negativas en [0,∞) las cuales son
continuas por la derecha y tienen límites por la izquierda. Dotamos éste espacio con
la topología de Skorohod (ver [9]). Ahora, seaWn(t) = 1

n
Z[nt], luegoWn es una sucesión

de elementos aleatorios que toman valores en D+[0,∞). También denotamos, por D
un proceso de difusión no-negativo con generador

Af(x) =
1

2
σ2xf (2)x+ λf (1)(x), con f ∈ C∞c [0,∞), (A.3)

donde C∞c [0,∞) es el espacio de las funciones in�nitamente diferenciables en [0,∞)
las cuales tienen soporte compacto (ver [9]).

El siguiente resultado se demuestra de manera similar que en Either y Kurtz
(1986, Capítulo 9, Teorema 1.3), él cual se conoce como la aproximación por difusión
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de Feller. En nuestro caso, consideramos el proceso de Galton-Watson con Inmigra-
ción de�nido en el Capítulo 1.

Teorema A.3.1. Supongamos que m = 1, σ2 < ∞ y σ2
Y < ∞ entonces Wn → W

(débilmente en D+[0,∞)), donde W es un proceso de difusión con generador dado
por (A.3) y W(0)=0.

Demostración. Por la de�nición de {Zn}, observemos que {Zj/n, j ≥ 0} es una cadena
de Markov con valores en En = {l/n : l = 0, 1, 2, . . . , } y para cada f ∈ C∞c [0,∞)
de�nimos

Anf(x) = E

[
f

(
n−1

nx∑
j=1

ζj + Y

)]
, x ∈ En.

Por el Teorema 6.5 del Cap. 1 y el Corolario 8.9 del Cap. 4 en [9] y puesto que
Wn(0) = Z0/n

c.s.−→ 0 es su�ciente mostrar que

ĺım
n→∞

sup
x∈En
|εn(x)| = 0,

donde

εn(x) = n(Anf(x)− f(x))− 1

2
σ2xf (2)(x)− λf (1)(x)− 1

2n
f (2)(x) E[Y 2].

De�namos Sn = n−1/2
{∑n

j=1(ζj − 1) + Y
}
y para cada x ∈ En, a�rmamos que

εn(x) = E
[∫ 1

0

S2
nxx(1− v){f (2)(x+ v

√
x/nSnx)− f (2)(x)}δv

]
, (A.4)

con xE[S2
nx] = σ2x+ 1

n
E[Y 2], y lo demostramos al �nal.

Supongamos que el soporte de f está en [0, c], como

x+ v

√
x

n
Snx = x+ v

(
1

n

)[ nx∑
j=1

(ζj − 1) + Y

]
≥ x(1− v),

si v ≤ 1− c
x
entonces la integral es cero, así∣∣∣∣∫ 1

0

Snxx(1− v){f (2)(x+ v

√
x

n
Snx)− f (2)(x)}dv

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0∨{1−c/x}
S2
nxx(1− v)2

∥∥f (2)
∥∥ dv

= x
∥∥f (2)

∥∥ ({c/x} ∧ 1)2S2
nx

(A.5)
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Para probar que
ĺım
n→∞

sup
x∈En
|εn(x)| = 0,

es su�ciente mostrar que ĺım
n→∞

εn(xn) = 0 para toda sucesión convergente xn tal que

ĺım
n→∞

xn <∞. En efecto, como

E[S2
nx] = σ2 +

(σ2
Y + λ2)

nx
para todo n y x,

se sigue que ĺım
n→∞

xn = 0 si ĺım
n→∞

εn(xn) = 0, Por lo tanto, sólo necesitamos considerar

el caso en que xn → x, con 0 < x <∞ :

Al sustituir, x por xn en la desigualdad (A.5), Snxn converge en distribución a una
N y de aquí el lado izquierdo de la desigualdad converge a 0 en probabilidad y el lado
derecho en distribución a x

∥∥f (2)
∥∥ ({c/x} ∧ 1)2N 2 y como

ĺım
n→∞

E
[
xn
∥∥f (2)

∥∥ ({c/x} ∧ 1)2S2
nxn

]
= E[x

∥∥f (2)
∥∥ ({c/x} ∧ 1)2N 2],

el Teorema de Convergencia Dominada implica que ĺım εn(xn) = 0.

Finalmente, veamos que se cumpla la ecuación (A.4):

Notemos primero que realizando algunos cálculos y denotando por a = (x
n
)1/2Snx,

y = x+ va obtenemos

(∆) =

∫ 1

0

S2
nxx(1− v){f (2)(x+ v

√
x/nSnx)− f (2)(x)}dv

(∆) =

∫ x+a

x

S2
nxx

[
a− y + x

a

]
(f (2)(y)− f (2)(x))

dy

a

= n

∫ x+a

x

[a− (y − x)](f (2)(y)− f (2)(x))dy

= n

[
−af (1)(x) + f(x+ a)− f(x)− a2

2
f (2)(x)

]
donde

f(x+ a) = f
[

1
n

∑nx
j=1 ζj + Y

]
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−anf (1)(x) = f (1)(x) E
[∑nx

j=1(ζj − 1) + Y
]

= −λf (1)(x)

−na2

2
f (2)(x) = −1

2
f (2)(x)σ2x− 1

2n
f (2)(x) E[Y 2],

y considerando éstas igualdades se prueba el resultado.

Para la segunda a�rmación,

E[S2
nx] = E

 1

nx

(
nx∑
j=1

(ζj − 1) + Y

)2
 ,

así

xE[S2
nx] = E

 1

n

(
nx∑
j=1

(ζj − 1)

)2
+

1

n
E[Y 2] = xσ2 +

1

n
E[Y 2]

notemos que la igualdad anterior se cumple gracias a la independecia de {ζj}j≥1 y a
que E[ζ] = 1.

A continuación se presentan un resultado que es consecuencia de la convergencia
anterior y de la aplicación del Teorema de Mapeo Continuo:

Lema A.3.1. Para f ∈ C[0, 1], h(f) = ı́nf {t > 0 : f(t) > 1} es una función continua
bajo la métrica uniforme, la cual ésta dada por dk(f, g) = supt≤k |f(t) − g(t)| con
g ∈ C[0, 1].

Demostración. Por de�nición de h(·), digamos que τ = h(t). Sea ε > 0, como una
función continua alcanza su máximo en un intervalo compacto, entonces en [0, τ − ε],
f(t) ≤ máx{f(t)} < 1 así existe δ > 0 tal que f(t) ≤ 1 − δ para t ≤ τ − ε y
f(τ + ε) ≥ 1+δ, entonces a�rmamos que para cualquier g ∈ C[0, 1] con dτ+ε(f, g) < δ
se cumple |h(f)− h(g)| < ε.

Veamos que se cumple la a�rmación anterior:

Como dτ+ε(f, g) < δ entonces −δ < f(τ + ε)− g(τ + ε) < δ y −δ < f(t)− g(t) < δ
para t ≤ τ − ε y de nuevo, a�rmamos que g(τ + ε) ≥ 1 y g(t) < 1 para t ≤ τ − ε lo
cual implica que h(g) > τ − ε y h(g) < τ − ε.
Observemos que en los casos contrarios se generan dos contradicciones; si g(τ+ε) < 1
como f(τ + ε) ≥ 1 + δ entonces f(τ + ε) − g(τ + ε) > δ (→←) y si g(t) > 1 para
t ∈ [0, τ − ε] como f(t) ≤ 1− δ entonces f(t)− g(t) < −δ (→←).
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Análogamente, se cumple que h1(f) = ı́nf {t > 0 : |f(t)| > 1} es una función con-
tinua bajo la métrica anterior.

Distribución del Máximo

Recordemos que en el Capítulo 3, de�nimos Tn =
∑n

i=1(ζi − m), veamos que
1√
n

máx1≤i≤n |Ti| converge en distribución:

Sea τb = ı́nf {n ≥ 1 : |Tn| > b} luego para x ∈ C, siendo C el conjunto de los puntos
de continuidad de la función de distribución buscada, tenemos que

P
[

máx
1≤i≤n

|Ti| >
√
nx

]
= P

[
τ√nx ≤ n

]
= P

[
1

(
√
nx)2

τ√nx <
1

x2

]
,

además,

τb
b2

=
1

b2
ı́nf {n ≥ 1 : |Tn| > b}

≈ ı́nf
{
m ≥ 1 : |T[mb2]| > b

}
= ı́nf

{
m ≥ 1 :

∣∣∣∣T[mb2]

b

∣∣∣∣ > 1

}
Como consecuencia de la aproximación por difusión de Feller, por el Teorema de
Mapeo Continuo obtenemos que

ı́nf

{
m ≥ 1 :

∣∣∣∣T[mb2]

b

∣∣∣∣ > 1

}
d−→ ı́nf {m > 0 : |Bm| > 1} ,

siendo Bm el Movimiento Browniano.1

Ahora, si de�nimos h2(f) = ı́nf
{
t > 0 :

∫ t
0
f(s)ds > 1

}
, y reescribimos a h2(·)

como h2(f) = ı́nf {t > 0 : p(s) > 1} siendo p(s) =
∫ t

0
f(s)∂s, notemos que por el Teo-

rema Fundamental del Cálculo la función p(·) es continua y aplicando el Lema A.3.1,
obtenemos que h2(·) también es continua.

Teorema A.3.2. Para Nc = ı́nf {n ≥ 1 :
∑n

i=1 Zi−1 ≥ cσ2} , c > 0,

Nc

c1/2

d−→ ı́nf

{
t > 0 :

∫ t

0

W (s)ds = 1

}
,

donde W (t) es un proceso de difusión no-negativo con un generador, el cual se obtiene
como límite débil del proceso Wn(t) = 1

n
Z[nt] cuando n→∞.

1Observemos que el símbolo ≈ indica la aproximación por difusión puesto que aunque las trayec-
torias del Mvto. Browniano en [0, 1] son continuas también son muy irregulares.
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Demostración. Notemos que

Nc

c1/2
=

1

c1/2
ı́nf

{
n ≥ 1 :

n∑
i=1

Zi−1 ≥ cσ2

}

≈ ı́nf

m ≥ 1 :

[mc1/2]∑
i=1

Zi−1 ≥ cσ2


= ı́nf

m ≥ 1 :
1

cσ2

[mc1/2]∑
i=1

Zi−1 ≥ 1


Ahora, usando el Lema A.3.1 y aplicando el Teorema de Mapeo Continuo se sigue el
resultado.
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